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2
Kapitel 1
Einleitung
Die vorliegende Arbeit baut auf U¨berlegungen in [F1] auf. Dort wird vorgeschlagen, lokale
Eichfreiheiten in der Physik durch die Willku¨r in der Wahl der Basis eines Skalarprodukt-
raumes bei Vorgabe gewisser, als fundamental angesehener Operatoren zu erkla¨ren. Es
wird gezeigt, daß dieses Konzept im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik (also
ohne zweite Quantisierung) zu einer einheitlichen Beschreibung der Elektrodynamik und
Gravitation als Eichtheorie fu¨hrt. Um selbstkonsistent zu sein, wollen wir zu Beginn einige
Begriffe und Konstruktionen aus [F1] zusammenstellen.
Wir betrachten zuna¨chst die freie Diracgleichung (i∂/−m)Ψ = 0. Als Zustandsraum H
wa¨hlen wir die vierkomponentigen Wellenfunktionen auf dem Minkowski-Raum mit dem
lorentzinvarianten, indefiniten Skalarprodukt
<Ψ,Φ> =
∫
IR4
Ψ(x) Φ(x) d4x , (1.1)
dabei bezeichnet Ψ = Ψ∗γ0 den adjungierten Spinor. Die Raumzeit beschreiben wir mit
den hermiteschen, miteinander kommutierenden Operatoren (Xi)i=0,...,3. Diese Operatoren
sind genau wie der Ortsoperator der nichtrelativistischen Quantenmechanik als Multiplikationsoperatoren
mit den Koordinatenfunktionen definiert
(Xi Ψ)(x) = xi Ψ(x) .
Wir ko¨nnen die Raumzeit als das Spektrum der Xi ansehen.
Im na¨chsten Schritt fassen wir H als abstrakten Skalarproduktraum (also nicht mehr
als speziellen Funktionenraum) auf und sehen die Operatoren Xi, i∂/ als Ausgangspunkt
der Diractheorie an. Auf diese Weise erha¨lt man unmittelbar lokale Eichfreiheiten: Da
H ein abstrakter Skalarproduktraum ist, muß die Darstellung der Vektoren aus H als
Wellenfunktionen mit Hilfe der Operatoren Xi konstruiert werden. Dazu wa¨hlt man eine
“Eigenvektorbasis”1 |xα>, x ∈ IR4, α = 1, . . . , 4 der Xi
Xi |xα> = xi |xα> (1.2)
<xα|yβ> = δ4(x− y) δαβ sα , s1 = s2 = 1, s3 = s4 = −1 (1.3)
1Wir verwenden die in der Physik gebra¨uchliche bra/ket-Schreibweise, <.|.> ist das Skalarprodukt
(1.1). Die Gleichungen (1.2), (1.3) sind aus mathematischer Sicht unbefriedigend, weil die Operatoren Xi
ein kontinuierliches Spektrum und damit keine normierbaren Eigenvektoren besitzen. Mit etwas gro¨ßerem
Aufwand (Spektralmaße, Radon-Nikodym Theorem) la¨ßt sich die Konstruktion jedoch mathematisch
sauber durchfu¨hren, siehe [F2].
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und definiert zu Ψ ∈ H die zugeho¨rige Wellenfunktion Ψα(x) durch
Ψα(x) = <xα|Ψ> . (1.4)
Entscheidend ist dabei, daß die “Basisvektoren” |xα> nicht eindeutig bestimmt sind,
sondern gema¨ß
|xα> −→
4∑
β=1
Uαβ(x) |xβ> , U(x) ∈ U(2, 2) (1.5)
transformiert werden ko¨nnen. Bei dieser Transformation bleiben na¨mlich die Bedingungen
(1.2), (1.3) erhalten, wie man direkt verifiziert. Gema¨ß der Definitionsgleichung (1.4)
entspricht (1.5) einer Transformation
Ψ(x) −→ U−1(x) Ψ(x)
der Wellenfunktionen, was als lokale U(2, 2)-Eichfreiheit interpretiert werden kann. Die
Eichgruppe wirkt bei uns also direkt auf die Spinorkomponenten, die U(1)-Phasentrans-
formationen der Elektrodynamik ergeben sich als ein Spezialfall.
Um auch die Dynamik mit dieser U(2, 2)-Eichsymmetrie zu beschreiben, muß man
den freien Diracoperator i∂/ verallgemeinern: Zuna¨chst lassen wir wie in der Allgemeinen
Relativita¨tstheorie krummlinige Koordinaten als gleichberechtigte Bezugssysteme zu2. Zu
einem allgemeinen Koordinatensystem (xi) definiert man die Orts-/Zeitoperatoren (Xi)
wieder als Multiplikationsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen. Der Diracoperator
G wird als ein hermitescher Differentialoperator erster Ordnung auf H definiert. In einem
speziellen Bezugssystem und einer speziellen Eichung kann man ihn also in der Form
G = iGj(x)
∂
∂xj
+B(x) (1.6)
mit geeigneten (4× 4)-Matrizen Gj(x), B(x) darstellen, die von den Koordinaten und der
Eichung abha¨ngen. A¨hnlich dem Einsteinschen A¨quivalenzprinzip fordern wir, daß man
durch geeignete Wahl des Bezugssystems und der Eichung erreichen kann, daß G lokal die
Form des freien Diracoperators annimmt. Zu jedem Punkt p der Raumzeit soll es also ein
Koordinatensystem und eine Eichung geben, so daß Gj(p) = γj , B(p) = 0.
Dadurch, daß in die Definition des Diracoperators nur eine lokale Bedingung an die
Matrixfelder Gj , B eingeht, entha¨ltG im allgemeinen Potentiale, die nicht global wegtransformiert
werden ko¨nnen. Es zeigt sich, daß wir auf diese Weise genau das elektromagnetische
Feld und Gravitationsfeld eingefu¨hrt haben. Durch die verallgemeinerte Diracgleichung
(G − m) Ψ = 0 wird die Ankopplung dieser Felder an die Fermionen auf physikalisch
sinnvolle Weise beschrieben.
Um zu verstehen, wie die Gravitation durch die U(2, 2)-Symmetrie zu einer Eichtheorie
wird, muß man die Beziehung zwischen Koordinaten- und Eichtransformationen untersuchen.
U¨blicherweise werden bei einemWechsel des Bezugssystems sowohl die Raum/Zeit-Koordinaten
als auch die Spinorkomponenten transformiert. Bei unserer Beschreibung bleiben die Spinorkomponenten
bei Koordinatenwechseln unvera¨ndert, man kann das u¨bliche Transformationsverhalten der
2Wir nehmen im folgenden zur Einfacheit an, daß die Raumzeit durch eine einzige Karte beschrieben
werden kann. Den allgemeineren Fall, daß die zugeho¨rige Lorentzmannigfaltigkeit topologisch nicht
trivial ist, erha¨lt man wie gewohnt durch Verkleben von Karten. Dies fu¨hrt auf den Begriff der
Operatormannigfaltigkeit, siehe [F2].
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Spinoren aber durch eine anschließende Eichtransformation realisieren. Auf diese Weise
sind Koordinatentransformationen mit Eichtransformationen verknu¨pft, und man kann
die Freiheiten in der Koordinatenwahl mit entsprechenden U(2, 2)-Eichfreiheitsgraden
identifizieren. Dabei wird ausgenutzt, daß die durch die bilinearen Kovarianten σij ∈
su(2, 2) erzeugte Untergruppe von U(2, 2) eine U¨berlagerung der Lorentzgruppe ist.
Zur vollsta¨ndigen Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Eichfeldern und Fermionen
mu¨ssen wir noch die klassischen Feldgleichungen (Maxwell- und Einsteingleichungen) aufstellen.
Wichtig ist, daß wir dazu keine weiteren mathematischen Strukturen einfu¨hren mu¨ssen,
weil alle beno¨tigten Objekte aus dem Diracoperator konstruiert werden ko¨nnen. Insbesondere
brauchen wir im Gegensatz zu den u¨blichen Eichtheorien nicht eine eichkovariante Ableitung
Dj = ∂j−ieAj mit Eichpotentialen Aj als zusa¨tzlichen physikalischen Gro¨ßen zu definieren.
Zur Konstruktion der Eichpotentiale und Feldsta¨rken aus dem Diracoperator arbeitet
man in der Darstellung (1.6) und nutzt das bekannte Koordinaten- und Eichtransformationsverhalten
der Matrixfelder Gj , B aus. Wir beschreiben das Vorgehen schematisch: U¨ber die Definitionsgleichung
gjk(x) =
1
2
{
Gj(x), Gk(x)
}
(1.7)
erha¨lt man die Lorentzmetrik und daraus den Levi-Civita-Zusammenhang∇. Mit geeigneten
Kombinationen des matrixwertigen Tensors ∇j Gk kann man die Eichung global bis auf
die U(1)-Eichtransformationen der Elektrodynamik fixieren. In einer solchen Eichung ist
B = A/, wobei A das elektromagnetische Potential bezeichnet. Auf kanonische Weise erha¨lt
man aus dieser Konstruktion die Spinableitung D, welche der eichkovarianten Ableitung
der u¨blichen Eichtheorien entspricht. Die Kru¨mmung des Spinzusammenhanges setzt sich
aus dem elektromagnetischen Feldsta¨rketensor und dem Riemannschen Kru¨mmungstensor
zusammen. Mit diesen Tensoren stellt man die klassische Lagrangedichte auf und erha¨lt
durch Variation die Maxwell- und Einsteingleichungen. Fu¨r das Variationsprinzip ist zu
beachten, daß die zu variierenden Potentiale und Felder aus dem Diracoperator abgeleitet
sind. Dadurch muß man den Diracoperator selbst als dynamische Gro¨ße auffassen: bei
Variationen wird der Diracoperator vera¨ndert, wodurch mittelbar auch die Potentiale und
Felder variiert werden.
Wir bemerken, daß der Diracoperator bei unserer Beschreibung der relativistischen
Quantenmechanik eine zweifache Rolle spielt. Auf der einen Seite hat man u¨ber die
Eigenwertgleichung GΨ = mΨ eine Beziehung zwischen den Fermionen und dem Spektrum
von G. Auf der anderen Seite werden aus G die Eichpotentiale konstruiert, so daß der
Diracoperator die Felder der Eichbosonen bestimmt. Allgemein sieht man, daß wir lediglich
die Operatoren Xi, G auf H als fundamentale physikalische Objekte auffassen mu¨ssen, alle
weiteren Gro¨ßen ko¨nnen daraus abgeleitet werden. Dies ist begrifflich sehr einfach und
bildet die Grundlage fu¨r unsere weiteren Konstruktionen.
Es ist klar, daß das bisherige System fu¨r ein realistisches physikalisches Modell noch
zu einfach ist. Um weitere Quantenzahlen wie Isospin, Colour oder Leptonenzahl zu
beru¨cksichtigen, mu¨ssen wir die Anzahl der Komponenten der Wellenfunktionen erho¨hen.
Wir fu¨hren an dieser Stelle noch nicht die genaue Konstruktion durch, sondern wollen
nur die Eichgruppe bei einer beliebigen Anzahl von Komponenten untersuchen. Dazu
betrachten wir (p+q)-komponentige Wellenfunktionen und ersetzen das Skalarprodukt ΨΦ
bei Diracspinoren durch ein Skalarprodukt der Signatur (p, q). Analog zu (1.1) definieren
wir also durch
<Ψ,Φ> =
∫
IR4
p+q∑
α=1
sα Ψ
α
(x) Φα(x) d4x mit
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s1 = · · · = sp = 1 , sp+1 = · · · = sp+q = −1
ein indefinites Skalarprodukt auf den Wellenfunktionen, dabei ist Ψ = Ψ∗ die komplex
konjugierte Wellenfunktion. Wir nennen p+q die Spindimension des Systems. Eine “Eigenvektorbasis”
|xα>, x ∈ IR4, α = 1, . . . , p + q der Xi ist wieder durch die Gleichungen
Xi |xα> = xi |xα> , <xα|yβ> = δ4(x− y) δαβ sα (1.8)
gegeben. Die Willku¨r in der Wahl der |xα> fu¨hrt jetzt auf lokale Eichfreiheiten mit der
Eichgruppe U(p, q). Wir sehen also, daß eine Vergro¨ßerung der Spindimension eine gro¨ßere
Eichgruppe zur Folge hat. Mit den zusa¨tzlichen Eichfreiheitsgraden sollten sich zusa¨tzliche
Wechselwirkungen beschreiben lassen.
Man beachte, daß die Eichgruppe bei uns bereits durch die Anzahl der Komponenten
der Wellenfunktionen festgelgt ist. Auf dieseWeise sind wir bei der Modellbildung gegenu¨ber
den u¨blichen Eichtheorien stark eingeschra¨nkt, bei denen die Eichgruppe und die Ankopplung
der Fermionen an die Eichfelder willku¨rlich gewa¨hlt werden ko¨nnen.
Soweit die allgemeine Wiederholung der fu¨r uns wichtigen Ergebnisse aus [F1]. Es
stellt sich die Frage, weshalb wir u¨berhaupt versuchen wollen, ausgehend von diesen
U¨berlegungen ein realistisches physikalisches Modell aufzubauen, obwohl wir doch bisher
ohne zweite Quantisierung mit klassischen Fermion- und Eichfeldern arbeiten. Der Autor
ist der Ansicht, daß die relativistische Quantenfeldtheorie in ihrer jetzigen Form (mit
kanonischer Quantisierung oder in der Formulierung mit Pfadintegralen u¨ber Feldkonfigurationen)
aus physikalischer und mathematischer Sicht unbefriedigend ist, und daß ein grundlegend
anderer Ansatz beno¨tigt wird, um die Feldquantisierung wirklich zu verstehen.
Im na¨chsten Abschnitt 1.1 werden wir uns schrittweise von der bisherigen klassischen
Beschreibung lo¨sen und den mathematischen Rahmen fu¨r die Formulierung von Gleichungen
schaffen, welche wir “Gleichungen der diskreten Raumzeit” nennen. Dabei wird kein Zusammenhang
zu einer Quantisierung der Felder erkennbar sein; es ist zuna¨chst auch nicht klar, ob
diese Konstruktionen physikalisch sinnvoll sind. In Abschnitt 1.2 wird dann qualitativ
beschrieben, wie man aus den Gleichungen der diskreten Raumzeit in einem bestimmten
Grenzfall, dem sogenannten Kontinuumslimes, wieder klassische Gleichungen erha¨lt. Erst
u¨ber den Kontinuumslimes lassen sich die Gleichungen der diskreten Raumzeit in eine fu¨r
uns gewohnte und damit physikalisch interpretierbare Form bringen. Die Diskussion des
Kontinuumslimes fu¨hrt in die eigentliche Thematik dieser Arbeit ein, denn wir werden
uns hauptsa¨chlich damit bescha¨ftigen, den Kontinuumslimes mathematisch zu fundieren
und fu¨r verschiedene Modelle zu untersuchen. In Abschnitt 1.3 sind die Ergebnisse fu¨r ein
System zusammengestellt, das der Fermionkonfiguration des Standardmodells nachgebildet
ist. In Abschnitt 1.4 werden wir schließlich auf die Feldquantisierung zuru¨ckkommen.
1.1 Das Prinzip des fermionischen Projektors
1.1.1 Diskretisierung der Raumzeit
Die Annahme, daß die bekannten physikalischen Gleichungen auf beliebigen La¨ngenskalen
gu¨ltig sind, fu¨hrt auf Schwierigkeiten, wenn man zu Systemen in der Gro¨ßenordnung der
Planck-La¨nge u¨bergeht. Bei einer recht naiven Betrachtungsweise treten Inkonsistenzen
auf, weil beispielsweise die gravitative Wechselwirkung der Energiefluktuationen des Vakuums
zu groß wird. Beru¨cksichtigt man mit Renormierungsgruppenrechnungen das “floating”
der Kopplungskonstanten, so stellt man fest, daß bei den zugeho¨rigen Energieskalen die
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Kopplungen der elektromagnetischen, starken und schwachen Wechselwirkung etwa gleich
groß werden, was manchmal als eine “Vereinigung” dieser Kra¨fte interpretiert wird. Auch
die UV-Divergenzen in der perturbativen Quantenfeldtheorie scheinen darauf hinzudeuten,
daß die Physik fu¨r sehr kleine Absta¨nde modifiziert werden muß. Man ha¨tte dann na¨mlich
einen natu¨rlichen Cutoff fu¨r sehr große Impulse, was das Renormierungsprogramm aus
theoretischer Sicht rechtfertigen wu¨rde.
Aus diesen Gru¨nden ist die Meinung verbreitet, daß bei Absta¨nden von etwa 10−40
Metern neue physikalische Effekte auftreten. Wir wollen annehmen, daß die Raumzeit
auf der Skala der Planck-La¨nge in diskrete Punkte aufgelo¨st wird. Um diese Vorstellung
mathematisch zu verwirklichen, ersetzen wir dieXi (zuna¨chst in einem festen Bezugssystem)
durch hermitesche Operatoren, die weiterhin miteinander kommutieren, aber ein diskretes
Spektrum besitzen. Das gemeinsame Spektrum dieser “diskretisierten Orts/Zeit-Operatoren”
Xi, also die Menge
M = {x ∈ IR4 | ∃u ∈ H mit Xiu = xiu} ,
ist als unsere “diskretisierte Raumzeit” anzusehen. Wir wollen annehmen, daß die gemeinsamen
Eigenra¨ume ex der X
i,
ex = {u | Xiu = xiu} , x ∈M ,
(p + q)-dimensionale Unterra¨ume von H sind, auf denen das Skalarprodukt <.|.> die
Signatur (p, q) besitzt. Dann ko¨nnen wir eine Basis |xα>, x ∈M , α = 1, . . . , p+ q wa¨hlen
mit
Xi |xα> = xi |xα> , <xα|yβ> = δxy δαβ sα . (1.9)
Diese Gleichungen unterscheiden sich von (1.8) nur durch die Ersetzung δ4(x− y)→ δxy.
Fu¨r unsere weiteren Konstruktionen ist es gu¨nstig, die Projektoren
Ex =
p+q∑
α=1
sα |xα><xα| (1.10)
auf die Eigenra¨ume ex einzufu¨hren. Als gemeinsame Spektralprojektoren der X
i sind die
Operatoren Ex eichinvariant (also unabha¨ngig von der Wahl der Basis |xα>) definiert.
In einem anderen Bezugssystem x˜ = x˜(x) erhalten wir die diskretisierten Raumzeitpunkte
M˜ und Spektralprojektoren E˜x˜ durch die Transformation
M˜ = x˜(M) , E˜x˜(x) = Ex . (1.11)
Da nach dem allgemeinen A¨quivalenzprinzip alle Bezugssysteme gleichberechtigt sind,
darf keine der durch Koordinatentransformation aus M hervorgehenden Mengen vor einer
anderen ausgezeichnet sein. Durch geeignete Koordinatentransformationen kann man aber
den Abstand und die relative Lage der Raumzeitpunkte beliebig vera¨ndern. Um konsequent
zu sein, ist das nur sinnvoll, wenn wir auf M jede Abstands- und Ordnungsrelation
aufgeben. Darum fassen wirM von nun an als Punktmenge ohne zusa¨tzliche mathematische
Struktur auf, sie dient lediglich als Indexmenge fu¨r die Spektralprojektoren. Nach dieser
Verallgemeinerung gehtM bei Koordinatentransformationen gema¨ß (1.11) in eine a¨quivalente
Menge M˜ u¨ber, die wieder mit M identifiziert werden kann. Darum ko¨nnen wir M und
nach (1.11) auch (Ex)x∈M als vom Bezugssystem unabha¨ngige Gro¨ßen auffassen. Sie sind
durch die koordinateninvarianten Relationen
Ex(H) ist fu¨r alle x ∈M ein Unterraum der Signatur (p, q) (1.12)
Ex Ey = δxy Ex ,
∑
x∈M Ex = 1 (1.13)
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charakterisiert. Wir sehen die Projektoren (Ex)x∈M als die fundamentalen Operatoren zur
Beschreibung der Raumzeit an. Die Orts-/Zeitoperatoren Xi ko¨nnen daraus abgeleitet
werden: Jedes Bezugssystem entspricht einer Injektion
x : M →֒ IR4 , (1.14)
die zugeho¨rigen Orts-/Zeitoperatoren Xi sind durch die Gleichungen
Xi =
∑
p∈M
xi(p) Ep (1.15)
gegeben. Wir haben die Injektion (1.14) zur besseren Unterscheidung von den diskreten
Raumzeitpunkten x ∈M mit dem Index ‘ ’ gekennzeichnet.
Zusa¨tzlich wollen wir annehmen, daß M nur aus endlich vielen Punkten besteht. Das
entspricht der Vorstellung, daß das Volumen der Raumzeit beschra¨nkt, das Universum also
ra¨umlich geschlossen und zeitlich endlich ist. Diese Voraussetzung ist fu¨r unser weiteres
Vorgehen nicht entscheidend; wer will, kann die Annahme #M < ∞ auch nur als eine
technische Vereinfachung ansehen.
Wir werden die Raumzeit also durch einen endlichdimensionalen, indefiniten Skalarproduktraum
H und die Spektralprojektoren Ex, (1.12), (1.13), mit x aus einer endlichen Indexmenge
M beschreiben. Wir nennen (H,M,E) diskrete Raumzeit. Wir ko¨nnen eine Basis |xα>,
x ∈M , α = 1, . . . , p + q von H wa¨hlen mit
Ex |yα> = δxy |yα> , <xα|yβ> = δxy δαβ sα . (1.16)
Eine solche Basis wird Eichung genannt. In einem speziellen Bezugssystem (1.14), (1.15)
geht die Eichung in eine Eigenvektorbasis (1.9) der Xi u¨ber.
kurze Diskussion des Begriffs der diskreten Raumzeit
Wir wollen die Definition der diskreten Raumzeit etwas diskutieren. Zuna¨chst sollte man
beachten, daß die diskrete Raumzeit durch die Signatur (p, q) und #M bereits (bis auf
Isomorphismen) vollsta¨ndig bestimmt ist. Insbesondere gibt es inM eine Permutationssymmetrie;
wir haben also die Freiheit, beliebige Punkte der Raumzeit miteinander zu vertauschen.
Damit ist der Begriff der diskreten Raumzeit viel allgemeiner gefaßt als der eines Gitters
(als wesentlicher Unterschied kann man in der diskreten Raumzeit nicht von “benachbarten
Gitterpunkten” oder “Gitterla¨nge” sprechen; die diskrete Raumzeit besteht, anschaulich
ausgedru¨ckt, eher aus einer “losen Ansammlung von Punkten”). Umgekehrt kann man
eine Gittertheorie auch als Theorie in der diskreten Raumzeit beschreiben, indem man das
Gitter nur noch als Punktmenge auffaßt. Dafu¨r ist allerdings notwendig, daß die Theorie
auch ohne die zusa¨tzlichen Strukturen des Gitters formuliert werden kann.
Wir haben die diskrete Raumzeit mit der Intention definiert, den Minkowski-Raum
(oder allgemeiner eine Lorentzmannigfaltigkeit) auf der Planck-Skala zu diskretisieren
und auf diese Weise die UV-Probleme der Kontinuumsbeschreibung zu beseitigen. Im
Gegensatz zu Regularisierungen in der Quantenfeldtheorie haben wir die Diskretisierung
nicht nur aus technischen Gru¨nden eingefu¨hrt (etwa um UV-Divergenzen zu vermeiden),
sondern haben die Vorstellung, daß die diskrete Raumzeit physikalische Realita¨t ist. Aus
diesem Grund wollen wir in dieser Arbeit versuchen, die Physik intrinisisch in der diskreten
Raumzeit zu formulieren. Das bedeutet konkreter, daß alle physikalischen Objekte Operatoren
auf H sein mu¨ssen; die physikalischen Gleichungen sind mit diesen Operatoren und den
Projektoren (Ex)x∈M aufzustellen.
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Damit diese intrinsische Formulierung der Physik in der diskreten Raumzeit nicht
der u¨blichen Kontinuumsbeschreibung widerspricht, darf die diskrete Natur der Raumzeit
bei Systemen, die sehr groß gegenu¨ber der Planck-La¨nge sind, nicht erkennbar sein. In
diesem Fall sollte die Kontinuumsbeschreibung also eine zula¨ssige Na¨herung sein. Anders
ausgedru¨ckt, muß es mo¨glich sein, in einem bestimmten Grenzfall von der diskreten Raumzeit
ins Kontinuum u¨berzugehen. Diesen Grenzu¨bergang nennen wir Kontinuumslimes. Auf
den ersten Blick scheint die Definition der diskreten Raumzeit zu allgemein, um den
Kontinuumslimes sinnvoll durchfu¨hren zu ko¨nnen. Insbesondere ist unklar, warum man in
diesem Grenzfall trotz der Permutationssymmetrie der Raumzeit-Punkte die topologische
Struktur des Kontinuums erhalten sollte. Dazu muß man beachten, daß die Permutationssymmetrie
i.a. verloren geht, sobald zusa¨tzliche Operatoren auf H eingefu¨hrt werden. Wir haben die
qualitative Vorstellung, daß diese zusa¨tzlichen Operatoren die Permutationssymmetrie in
einer Weise brechen, die im Kontinuumslimes auf die lokale und kausale Struktur einer
Lorentzmannigfaltigkeit fu¨hrt. Um die Beschreibung in der diskreten Raumzeit deutlich
von der Kontinuumsbeschreibung zu trennen, werden wir den Kontinuumslimes erst im
na¨chsten Abschnitt 1.2 mathematisch pra¨zisieren und genauer besprechen.
Ein Einwand, der oft gegen eine Diskretisierung der Raumzeit vorgebracht wird, ist
die Tatsache, daß dabei die kontinuierlichen Symmetrien des Minkowski-Raumes verloren
gehen. Wir weisen darauf hin, daß diese Symmetrien in der Natur durch die vorhandenen
Teilchen und Felder ohnehin zersto¨rt sind. Man kann deshalb alle a¨ußeren Symmetrien der
Raumzeit (genau wie den Begriff “Vakuum”) streng genommen nur als eine Idealisierung
der Wirklichkeit ansehen. Aus diesem Grund bereitet es keine prinzipiellen Probleme, auf
diese Symmetrien ganz zu verzichten. Natu¨rlich ko¨nnte es sein, daß man sich durch die
Aufgabe der Lorentzsymmetrie technische Probleme einhandelt. Das wird bei unserem
weiteren Vorgehen aber nicht der Fall sein.
Im Gegensatz zu den a¨ußeren Symmetrien bleibt die Eichsymmetrie bei der Diskretisierung
erhalten. Sie entspricht in der diskreten Raumzeit der Freiheit der Basiswahl in den
(p+ q)-dimensionalen Unterra¨umen Ex(H) von H. Bei allen in dieser Arbeit untersuchten
Systemen werden Koordinaten- und Eichtransformationen miteinander verknu¨pft sein, so
wie dies weiter oben fu¨r die Diracgleichung erwa¨hnt wurde und in [F1] genauer beschrieben
ist. Die Lorentzgruppe tritt also auch in der diskreten Raumzeit als Untergruppe der
Eichgruppe auf, was die durch die Diskretisierung aufgegebene Lorentzsymmetrie des
Minkowski-Raumes fu¨r manche U¨berlegungen ersetzen kann.
1.1.2 Projektion auf besetzte Fermionzusta¨nde
Bevor in der diskreten Raumzeit sinnvolle Gleichungen aufgestellt werden ko¨nnen, mu¨ssen
wir weitere Operatoren auf H einfu¨hren. In der klassischen Kontinuumsbeschreibung wird
das Sytem durch die fermionischen Wellenfunktionen Ψa und den Diracoperator (1.6)
charakterisiert. Die Wellenfunktionen erfu¨llen die Diracgleichung; aus dem Diracoperator
ko¨nnen die bosonischen Potentiale und Felder konstruiert und damit klassischen Feldgleichungen
aufgestellt werden. Es ist an dieser Stelle nicht klar, ob und wie der Diracoperator und die
Konstruktion der klassischen Feldgleichungen in die diskrete Raumzeit u¨bertragen werden
kann. Darum beginnen wir in einem abstrakten Ansatz nur mit den Wellenfunktionen Ψa,
die in der diskreten Raumzeit Elemente des endlichdimensionalen Vektorraums H sind.
Ein System mit einem Fermion beschreiben wir mit einem Vektor Ψ ∈ H. In einer
speziellen Eichung |xα> definieren wir die zugeho¨rige Wellenfunktion Ψα(x) durch
Ψα(x) = <xα|Ψ> .
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Wir bezeichnen den Projektor auf einen Unterraum Y ⊂ X im folgenden mit PY . A¨quivalent
zur Wellenfunktion Ψα(x) la¨ßt sich das System auch mit dem Projektor P<Ψ> auf den von
Ψ erzeugten Unterraum beschreiben. Bei einer Normierung<Ψ|Ψ> = ±1 derWellenfunktion
haben wir
P<Ψ> = ± |Ψ><Ψ| . (1.17)
Fu¨r ein System mit m Fermionen Ψ1, . . . ,Ψm bilden wir in Verallgemeinerung von
(1.17) den Projektor P auf den von (Ψa)a=1,...,m aufgespannten Unterraum von H, also
P := P<Ψ1,...,Ψm> .
Wir nennen P den fermionischen Projektor des Systems. In dieser Arbeit werden wir ein
Vielfermionsystem stets mit dem fermionischen Projektor beschreiben.
Vergleich zum Fockraum-Formalismus
Die Verwendung des fermionischen Projektors unterscheidet sich wesentlich vom u¨blichen
Fockraum-Formalismus der Quantenfeldtheorie. Darum mu¨ssen wir uns zuna¨chst davon
u¨berzeugen, daß auch die Beschreibung mit dem fermionischen Projektor physikalisch
sinnvoll ist.
Im Formalismus der zweiten Quantisierung ha¨tten wir das System der Fermionen
Ψ1, . . . ,Ψm mit der antisymmetrischen Produktwellenfunktion
Ψα1···αm(x1, . . . , xm) = |det<Ψi|Ψj>|−
1
2
∑
σ∈S(m)
(−1)|σ| Ψα1σ(1)(x1) · · ·Ψαmσ(m)(xm) (1.18)
beschrieben. Die Wellenfunktionen der Form (1.18) werden auch (m-Teilchen-)Hartree-
Fock-Zusta¨nde genannt. Sie spannen den m-Teilchen-Fockraum Fm =
∧mH auf. Ein
allgemeiner Fermionzustand ist als Vektor des Fockraumes F =
⊕∞
m=0 F
m eine beliebige
Linearkombination von Hartree-Fock-Zusta¨nden. Wir verwenden fu¨r das von <.|.> induzierte
Skalarprodukt auf dem Fockraum zur Deutlichkeit die Schreibweise <.|.>F .
Um einen ersten Zusammenhang zwischen dem fermionischen Projektor und dem
Fockraum-Formalismus herzustellen, ordnen wir jedem Projektor PY auf einen Unterraum
Y = <Ψ1, . . . ,Ψm> vonH die antisymmetrische Wellenfunktion (1.18) zu. Diese Abbildung
ist sinnvoll (also bis auf einen Phasenfaktor unabha¨ngig von der Wahl der Basis in Y )
definiert und bijektiv. Also entspricht jeder Projektor genau einem Hartree-Fock-Zustand
des Fockraumes. Durch diese Konstruktion wird die Beschreibung mit dem fermionischen
Projektor zu einem Spezialfall des Fockraum-Formalismus; insbesondere u¨bertra¨gt sich
die Ununterscheidbarkeit der Teilchen und das Pauli-Prinzip. Die Beschreibungen sind
aber mathematisch nicht a¨quivalent, da ein Vektor des Fockraumes i.a. eine nicht-triviale
Linearkombination von Hartree-Fock-Zusta¨nden ist.
Wir wollen untersuchen, wie sich dieser mathematische Unterschied physikalisch auswirkt.
Bei einer Naturbeschreibung durch den fermionischen Projektor P<Ψ1,...,Ψm> muß die
gemeinsame Wellenfunktion aller Fermionen des Universums ein Hartree-Fock-Zustand
sein. Diese Tatsache ist nur von bedingtem Interesse, da wir uns bei physikalischen Beobachtungen
immer auf ein kleines Teilsystem beschra¨nken mu¨ssen. Die effektive Wellenfunktion des
Teilsystems braucht jedoch kein Hartree-Fock-Zustand zu sein: Wir nehmen an, daß unser
Teilsystem in einem Gebiet N ⊂ M lokalisiert ist. Wir spalten den Zustandsraum in der
Form
H = H(N)⊕H(M \N) mit H(A) :=
⊕
x∈A
Ex(H) , A ⊂M
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auf. Dann sind alle (Einteilchen-)Observablen O unseres Teilsystems auf H(M \N) trivial,
O|H(M\N) = 1 |H(M\N) . (1.19)
Wir zerlegen die Zusta¨nde Ψj in der Form
Ψj = Ψ
N
j +Ψ
M\N
j mit Ψ
N
j ∈ H(N) , ΨM\Nj ∈ H(M \N) .
Wir setzen in (1.18) ein und erhalten fu¨r die Vielteichen-Wellenfunktion den Ausdruck
Ψ = |det<Ψi,Ψj>|−
1
2
∑
π∈P(m)
(−1)|π|
∧
j∈π
ΨNj
 ∧
∧
j 6∈π
Ψ
M\N
j
 , (1.20)
wobei P(m) die Potenzmenge von {1, . . . ,m} bezeichnet. Fu¨r Messungen in unserem
System ist der Erwartungswert <Ψ|O|Ψ>F zu berechnen3, dabei wirken die Operatoren
O auf dem Fockraum gema¨ß
O(Ψ1 ∧ · · · ∧Ψm) = (OΨ1) ∧ · · · ∧Ψm + Ψ1 ∧ (OΨ2) · · · ∧Ψm + Ψ1 ∧ · · · ∧ (OΨm) .
Es ist gu¨nstig, den Erwartungswert mit dem statistischen Operator S umzuschreiben,
<Ψ|O|Ψ>F = trF (S O) mit S = |Ψ><Ψ|F ,
wobei trF die Spur u¨ber den Fockraum bezeichnet. Wegen (1.19) ko¨nnen wir na¨mlich die
partielle Spur u¨ber H(M \N) bilden und erhalten mit (1.20)
<Ψ|O|Ψ> = trFN (SN O) mit (1.21)
SN =
∞∑
k=0
∑
π, π′ ∈ P(m),
#π = #π′ = k
cπ,π′ | ∧i∈π ΨNi >< ∧j∈π′ ΨNj |FN (1.22)
cπ,π′ = (−1)|π|+|π′| < ∧i 6∈π ΨM\Ni | ∧j 6∈π′ ΨM\Nj >F ,
wobei trFN die Spur u¨ber den von H(N) erzeugten Fockraum F
N bezeichnet. Das in
N lokalisierte Teilsystem la¨ßt sich also mit einem statistischen Operator SN auf FN
beschreiben, der aus gemischten Zusta¨nden zu verschiedener Teilchenzahl aufgebaut ist.
Da die Konstanten cπ,π′ von den Wellenfunktionen Ψ
M\N außerhalb unseres Teilsystems
abha¨ngen, ko¨nnen sie praktisch beliebig sein. Wenn wir die Anzahl m der Teilchen des
Gesamtsystems gegen Unendlich gehen lassen, kann mit (1.22) jeder statistische Operator
dargestellt werden, der die Teilchenzahl im Teilsystem nicht a¨ndert. Da wir uns fu¨r Einteilchen-
Observablen auf statistische Operatoren beschra¨nken ko¨nnen, die auf dem Teilchenzahloperator
diagonal sind (die außerdiagonalen Beitra¨ge fallen bei der Berechnung der Spur (1.21) weg),
la¨ßt sich das Teilsystem folglich mit einem allgemeinen statistischen Operator beschreiben,
insbesondere mit dem statistischen Operator eines reinen Fockraum-Zustandes
SN = |ΨN><ΨN |FN , ΨN ∈ FN .
3Wir bemerken zur Deutlichkeit, daß dieser Erwartungswert nicht mit dem Erwartungswert
einer Messung in der nichtrelativistischen Quantenmechanik u¨bereinstimmt. Im Kontinuum (also vor
Diskretisierung der Raumzeit oder nach Bildung des Kontinuumslimes) wird im Skalarprodukt <.|.>
na¨mlich gema¨ß (1.1) auch u¨ber die Zeit integriert. Man kann aber einen Zusammenhang herstellen,
indem man Operatoren O mit spezieller Zeitabha¨ngigkeit betrachtet (beispielsweise solche, die auf die
Wellenfunktionen nur in einem kurzen Zeitintervall [t, t+∆t] wirken).
11
Diese U¨berlegung la¨ßt sich mit etwas mehr mathematischem Aufwand auch auf Vielteilchen-
Observablen u¨bertragen.
Wir kommen zu dem Schluß, daß die Beschreibung des Vielfermionsystems mit dem
fermionischen Projektor zum Fockraum-Formalismus physikalisch a¨quivalent ist. Fu¨r theoretische
U¨berlegung mu¨ssen wir beru¨cksichtigen, daß der fermionische Projektor lediglich einem
Hartree-Fock-Zustand entspricht; bei praktischen Problemstellungen kann man aber nach
Belieben zur Fockraum-Darstellung u¨bergehen.
1.1.3 Die Gleichungen der diskreten Raumzeit
Wie bereits in Abschnitt 1.1.1 angesprochen, wollen wir die Physik intrinsisch in der
diskreten Raumzeit beschreiben. Wir ko¨nnen diese Vorstellung nun pra¨zisieren und stellen
dazu das Prinzip des fermionischen Projektors auf:
Das physikalische System wird durch den fermionischen Projektor P in der
diskreten Raumzeit vollsta¨ndig beschrieben. Die physikalischen Gleichungen
sind allein mit dem fermionischen Projektor in der diskreten Raumzeit aufzustellen,
sie mu¨ssen also mit den Operatoren P , (Ex)x∈M auf H formuliert werden.
Wir nennen die mit P,Ex aufgestellten Gleichungen dieGleichungen der diskreten Raumzeit.
Das Prinzip des fermionischen Projektors kann nicht aus bekannten physikalischen
Gleichungen oder Prinzipien abgeleitet werden. An dieser Stelle ist nicht erkennbar, ob es
auf mathematisch interessante Gleichungen fu¨hrt oder sogar physikalisch sinnvoll ist. Es
handelt sich also um ein ‘ad hoc’ aufgestelltes Postulat, dessen Konsequenzen in dieser
Arbeit untersucht werden sollen.
kurze Diskussion des Prinzips des fermionischen Projektors
Wir wollen das Prinzip des fermionischen Projektors kurz diskutieren. Auf den ersten
Blick mag es erstaunlich erscheinen, daß das physikalische System bereits durch den
fermionischen Projektor vollsta¨ndig beschrieben sein soll. Wir haben die folgende qualitative
Vorstellung: Im Kontinuumslimes (der bisher noch nicht mathematisch eingefu¨hrt wurde)
sollten die Wellenfunktionen Ψa des fermionischen Projektors in Eigenzusta¨nde des Diracoperators
u¨bergehen, also
(G−ma) Ψa = 0 (1.23)
mit G gema¨ß (1.6). Wir haben die Hoffnung, daß die Potentiale Gj , B in (1.6) bereits
u¨ber die Diracgleichungen (1.23) eindeutig bestimmt sind, so daß der Diracoperator aus
dem Kontinuumslimes des fermionischen Projektors konstruiert werden kann. Nach den
Konstruktionen in [F1] sind dann auch die klassischen Felder durch den fermionischen
Projektor festgelegt. Folglich braucht man nur den fermionischen Projektor als fundamentales
physikalisches Objekt anzusehen; alle weiteren physikalischen Gro¨ßen (insbesondere die
fermionischenWellenfunktionen, Dirac-Stro¨me, Energie-Impuls-Tensoren, klassischen Eichfelder
und die Metrik) ko¨nnen daraus im Kontinuumslimes abgeleitet werden. Diese Vorstellung
werden wir noch wesentlich pra¨zisieren.
Wir u¨berlegen, welche physikalische Annahmen dem Prinzip des fermionischen Projektors
zugrunde liegen: Wie wir in Abschnitt 1.1.1 gesehen haben, fu¨hrt die Formulierung der
Theorie in der diskreten Raumzeit u¨ber die Willku¨r der Basiswahl in den Unterra¨umen
Ex(H) ⊂ H auf lokale Eichfreiheiten. Da M nur eine Punktmenge ist, sind gema¨ß unserer
U¨berlegung an (1.14), (1.15) alle Bezugssysteme gleichberechtigt. Daraus scheint das A¨quivalenzprinzip
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zu folgen, den genauen Zusammenhang werden wir aber erst nach Pra¨zisierung des Kontinuumslimes
im na¨chsten Abschnitt 1.2 herstellen ko¨nnen. Die Verwendung eines fermionischen Projektors
impliziert schließlich, wie in Abschnitt 1.1.2 beschrieben, die Ununterscheidbarkeit der
Fermionen und das Pauli-Prinzip. Damit sind wichtige physikalische Prinzipien im Prinzip
des fermionischen Projektors implizit enthalten. Allerdings fehlt bei unserem Ansatz die
Lokalita¨ts- und Kausalita¨tsforderung fu¨r die physikalischen Gleichungen. Wir sehen die
Lokalita¨t und Kausalita¨t nicht als fundamentale physikalische Prinzipien an. Damit unsere
Beschreibung sinnvoll ist, mu¨ssen wir die Lokalita¨t und Kausalita¨t aber im Kontinuumslimes
erhalten.
ein Beispiel fu¨r Gleichungen der diskreten Raumzeit
Gema¨ß dem Prinzip des fermionischen Projektors mu¨ssen die Gleichungen der diskreten
Raumzeit aus den Operatoren P,Ex aufgebaut werden. Wegen der Orthogonalita¨t der
Ex, (1.13), und der Idempotenz P
2 = P des fermionischen Projektors ko¨nnen wir bei
Operatorprodukten immer annehmen, daß die Faktoren Ex, P abwechselnd auftreten. Die
Gleichungen mu¨ssen also aus Termen der Form
Ex1 P Ex2 P · · · P Exn−1 P Exn (1.24)
aufgebaut werden. Damit ist zwar die mathematische Struktur der Gleichungen der diskreten
Raumzeit grob festgelegt; es ist aber noch vo¨llig unklar, wie die Gleichungen konkret
aussehen sollten.
Wir gehen dieses Problem an dieser Stelle noch nicht systematisch an, sondern werden
nur ein Beispiel fu¨r Gleichungen der diskreten Raumzeit angeben. Dieses Beispiel ist zwar
zu einfach und fu¨hrt nicht auf sinnvolle physikalische Gleichungen, aus mathematischer
Sicht hat es mit den eigentlich interessanten Gleichungen aber große A¨hnlichkeit. Fu¨r die
qualitativen U¨berlegungen in der Einleitung wird dieses Beispiel ausreichend sein.
In Analogie zur klassischen Feldtheorie wollen wir ein Variationsprinzip aufstellen. Um
aus den Operatorprodukten (1.24) Skalare zu bilden, verwenden wir die Spur. Um die
Abha¨ngigkeit von den Parametern xj zu beseitigen, setzen wir die xj in Gruppen gleich
und summieren u¨ber M . Mit dieser Methode erha¨lt man z.B. den Ausdruck∑
x,y∈M
tr(Ex P Ey P Ex P ) . (1.25)
Wir ko¨nnen annehmen, daß die Raumzeitpunkte xj wenigstens in Zweiergruppen zusammengefaßt
sind, denn ansonsten kann man die Summe u¨ber xj mit Hilfe der Vollsta¨ndigkeitsrelation
in (1.13) ausfu¨hren. Beispielsweise kann man in (1.25) u¨ber y summieren und erha¨lt
=
∑
x∈M
tr(Ex P Ex P ) .
Dieser Ausdruck ist als Wirkung mathematisch zu einfach, weil die Operatoren ExPEy
fu¨r x 6= y gar nicht eingehen. Wir wa¨hlen als unser Beispiel die einfachste Wirkung, bei
der u¨ber zwei Parameter x, y summiert wird,
S =
∑
x,y∈M
tr(Ex P Ey P Ex P Ey P ) . (1.26)
Fu¨r das Variationsprinzip suchen wir nach lokalen Extremalstellen der Wirkung bei stetigen
Variationen des fermionischen Projektors.
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Wir leiten die zugeho¨rigen Euler-Lagrange-Gleichungen ab: Wir betrachten eine stetige
Variation P (τ) des fermionischen Projektors P mit P (0) = P . Da fu¨r einen Projektor der
Ausdruck tr(P ) = Rg(P ) eine ganze Zahl ist, bleibt der Rang von P bei der stetigen
Variation unvera¨ndert. Folglich ko¨nnen wir die Variation durch unita¨re Transformationen
beschreiben. Es gibt also eine Schar unita¨rer Transformationen U(τ) mit U(0) = 1, so daß
P (τ) = U(τ) P U−1(τ) .
In erster Ordnung in τ haben wir U = 1 + iτA, U−1 = 1− iτA mit einem hermiteschen
Operator A und folglich δP = i [A, P ]. Um die Variation von (1.26) zu berechnen, nutzen
wir die Symmetrie in x, y und die zyklische Invarianz der Spur aus
δS = 4i
∑
x,y∈M
tr(Ex [A,P ] Ey P Ex P Ey P )
= 4i
∑
x,y∈M
tr (A [P, Ex P Ey P Ex P Ey]) .
Da dieser Ausdruck fu¨r einen beliebigen hermiteschen Operator A verschwinden soll, folgt
die Bedingung
[P, Q] = 0 mit (1.27)
Q =
∑
x,y∈M
Ex P Ey P Ex P Ey . (1.28)
Als Euler-Lagrange-Gleichungen erha¨lt man also die Kommutatorgleichung (1.27), dabei
ist Q ein zusammengesetzter Ausdruck in den Operatoren Ex, P .
1.2 Der Kontinuumslimes
Im vorangehenden Abschitt 1.1 haben wir mit dem Prinzip des fermionischen Projektors
festgelegt, daß wir ein physikalisches System mit dem fermionischen Projektor P intrinsisch
in der diskreten Raumzeit (H,M,E) beschreiben wollen. Mit der Wirkung (1.26) und
den Euler-Lagrange-Gleichungen (1.27), (1.28) wurde an einem Beispiel erla¨utert, wie die
Gleichungen der diskreten Raumzeit im Prinzip aussehen ko¨nnten. Aus mathematischer
Sicht besteht jetzt unsere Aufgabe darin, Lo¨sungen der Gleichungen der diskreten Raumzeit
zu finden.Wir sollten also verschiedene Variationsprinzipien genauer mathematisch studieren
und anschließend u¨berlegen, ob das Prinzip des fermionischen Projektors physikalisch
sinnvoll ist. Leider kann das Problem nicht so direkt angegangen werden: Fu¨r eine kleine
Zahl von Raumzeitpunkten (also z.B. fu¨r #M = 2, 3, 4) lassen sich die Euler-Lagrange-
Gleichungen direkt als Matrixgleichungen analysieren. Als Diskretisierung der Raumzeit
sollteM aber aus sehr vielen Punkten bestehen. In diesem Fall werden die Matrixgleichungen
beliebig kompliziert. Wir kennen keine mathematische Methode, mit der die Euler-Lagrange-
Gleichungen fu¨r großes #M sinnvoll behandelt werden ko¨nnten. Es scheint hoffnungslos,
die Gleichungen der diskreten Raumzeit allgemein exakt lo¨sen zu wollen.
Wegen dieser mathematischen Schwierigkeiten ist es wichtig, daß wir zuna¨chst eine
anschauliche Vorstellung davon entwickeln, was die Gleichungen der diskreten Raumzeit
u¨ber den fermionischen Projektor aussagen. Dazu werden wir versuchen, einen Kontakt
zur Kontinuumsbeschreibung herzustellen. Die Motivation fu¨r dieses Vorgehen ist unsere
physikalische Vorkenntnis: Wenn das Prinzip des fermionischen Projektors physikalisch
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sinnvoll sein soll, muß es die Kontinuumsbeschreibung der relativistischen Quantenmechanik
als Grenzfall liefern. Dieser Grenzfall sollte sich aus den Gleichungen der diskreten Raumzeit
direkt gewinnen lassen. Wir haben also die Hoffnung, durch eine geeignete Na¨herung der
Gleichungen der diskreten Raumzeit einen Zusammenhang zu den bekannten Differentialgleichungen
(Diracgleichung, klassische Feldgleichungen) herstellen zu ko¨nnen.
1.2.1 Beschreibung des Vakuums
Als erste Anna¨herung an die physikalischen Begriffe des Kontinuums wollen wir u¨berlegen,
was darunter zu verstehen ist, daß der fermionische Projektor “das Vakuum beschreibt”.
Dazu stellen wir den fermionischen Projektor in einer speziellen Eichung |xα> als Matrix
dar,
(PΨ)α(x) =
p+q∑
β=1
∑
y∈M
P¯αβ (x, y) Ψ
β(y) mit P¯αβ (x, y) = sα<xα|P |yβ> . (1.29)
Um einen Zusammenhang zur Kontinuumsbeschreibung herstellen zu ko¨nnen, mu¨ssen wir
voraussetzen, daß sich diese Gleichung sinnvoll ins Kontinuum u¨bertragen la¨ßt. Dazu soll
es ein Bezugssystem (1.14), (1.15) und eine Eichung mit den folgenden Eigenschaften
geben: Die diskreten Raumzeitpunkte x(M) ⊂ IR4 sollen (bzgl. der euklidischen Norm des
IR4) in einem mittleren Abstand von der Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge angeordnet
sein. Wir betrachten Wellenfunktionen Ψβ(y), y ∈ x(M), die sich nur auf La¨ngenskalen
vera¨ndern, welche sehr groß gegenu¨ber der Planck-La¨nge sind. Solche makroskopische
Wellenfunktionen lassen sich sinnvoll ins Kontinuum u¨bertragen, indem man Ψ(z) fu¨r z ∈
IR4 \x(M) mit dem Funktionswert Ψ(y) an einem benachbarten diskreten Raumzeitpunkt
y ≈ z, y ∈ x(M) gleichsetzt. Wir fordern, daß sich (1.29) fu¨r makroskopische Wellenfunktionen
in guter Na¨herung als Integral
(PΨ)α(x) ≈
p+q∑
β=1
∫
IR4
d4y Pαβ (x, y) Ψ
β(y) (1.30)
mit einer geeigneten Funktion (oder allgemeiner Distribution) Pαβ (x, y) auf IR
4 × IR4
schreiben la¨ßt. Wir werden Pαβ (x, y) mit dem Integralkern eines bekannten Operators des
Kontinuums identifizieren.
Der gerade hergestellte Zusammenhang zum Kontinuum ist mathematisch nicht ganz
befriedigend. Wir haben offen gelassen, wie die diskreten Raumzeitpunkte genau im Min-
kowski-Raum angeordnet sind und haben den Begriff der “makroskopischen Wellenfunktion”
nicht sauber definiert. Der U¨bergang zum Kontinuum ließe sich mathematisch noch pra¨zisieren
(beispielsweise als schwacher Limes einer Folge von fermionischen Projektoren und diskreten
Raumzeiten), wir werden darauf aber bewußt verzichten. Dadurch soll hervorgehoben
werden, daß wir uns u¨ber Einzelheiten der Einbettung der diskreten Raumzeit ins Kontinuum
nicht festlegen ko¨nnen. Wir mu¨ssen akzeptieren, daß sich aus der Kontinuumsbeschreibung
nur sehr schwache Informationen u¨ber den fermionischen Projektor gewinnen lassen, und
mu¨ssen versuchen, mit dem etwas vagen Zusammenhang zwischen der diskreten Raumzeit
und dem Kontinuum auszukommen.
Wir fu¨hren fu¨r diesen U¨bergang zum Kontinuum eine geeignete Notation ein: Wir
schreiben
P ε(x, y) ≡ Ex P Ey , (1.31)
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wobei der Parameter ε die Diskretisierungsla¨nge des Bezugssystems angibt (ε also von der
Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge). Mit einer Matrixschreibweise in den Spinoren stimmt
der Faktor P¯αβ (x, y) in (1.29) mit P
ε(x, y) u¨berein; die Matrix Pαβ (x, y) in (1.30) bezeichnen
wir entsprechend mit P (x, y). Fu¨r den U¨bergang von (1.29) nach (1.30) schreiben wir
symbolisch
P ε(x, y) ❀ P (x, y) (1.32)
und bezeichnen P (x, y) als den Kontinuumslimes von P ε(x, y).
Aufbau von Diracseen
Wir ko¨nnen nun im Kontinuum mathematisch sauber weiterarbeiten und wollen festlegen,
wie der Kontinuumslimes P (x, y) des fermionischen Projektors konkret aussieht. Da M
nur aus endlich vielen Punkten besteht, ko¨nnen wir im Kontinuumslimes nur ein Gebiet
Ω ⊂ IR4 von endlichem Volumen beschreiben. Da Ω beliebig groß gewa¨hlt werden kann,
spielt diese Einschra¨nkung im folgenden aber keine Rolle; zur Einfachheit lassen wir sie
ganz weg und tun so, als wa¨re Ω = IR4.
Wir beginnen bei Spindimension 4 mit dem System von nur einer Fermionsorte mit
Masse m. Der Kontinuumslimes des fermionischen Projektors sollte aus Lo¨sungen der
freien Diracgleichung bestehen, es folgt
(i∂/x −m) P (x, y) = 0 .
Genauer bauen wir P (x, y) aus allen Lo¨sungen negativer Energie auf, also
P (x, y) = c
∫
d4k
(2π)4
(k/ +m) δ(k2 −m2) Θ(−k0) e−ik(x−y) (1.33)
mit einer Normierungskonstanten c, auf die wir in der Einleitung nicht na¨her eingehen
wollen. Wir nennen (1.33) einen Diracsee des Kontinuums, mathematisch ist P (x, y)
eine temperierte Distribution. Durch das Festlegen des Kontinuumslimes haben wir u¨ber
(1.32) auch im fermionischen Projektor der diskreten Raumzeit einzelne Fermionzusta¨nde
besetzt. Genauer ist P ε(x, y) aus allen makroskopischen Wellenfunktionen Ψα(x) aufgebaut,
die bei der U¨bertragung ins Kontinuum in negative-Energie-Lo¨sungen der freien Diracgleichung
u¨bergehen. Zusa¨tzlich kann P ε(x, y) auf Wellenfunktionen Ψ projezieren, die nicht makroskopisch
sind; u¨ber diese Wellenfunktionen ko¨nnen wir aber keine Aussagen machen. Wir nennen
P ε(x, y) einen Diracsee der diskreten Raumzeit.
Die Konstruktion la¨ßt sich unmittelbar auf Systeme mit mehreren Fermionsorten
u¨bertragen: Wir unterscheiden die verschiedenen Teilchensorten durch einen Index (i), i =
1, . . . ,K. Die Wellenfunktionen Ψ(i) erfu¨llen die Diracgleichungen (i∂/−m(i))Ψ(i) = 0, dabei
sind m(i) die Massen der Fermionen. Wir ko¨nnen jede Fermionsorte analog zu (1.33) durch
einen Diracsee P (i) beschreiben. Um den fermionischen Projektor P (x, y) aufzubauen,
kombinieren wir zwei Konstruktionselemente: Zuna¨chst kann man die Projektoren zu
Teilchensorten verschiedener Massen addieren. Wir wa¨hlen also eine Zerlegung (Iα)α=1,...,B
von {1, . . . ,K} und bilden neue Projektoren
P {α}(x, y) =
∑
i∈Iα
P (i)(x, y) . (1.34)
Im zweiten Schritt setzen wir als Wellenfunktionen die direkte Summe von Diracspinoren
an und lassen die P {α} auf die einzelnen direkten Summanden wirken. Mit einer Matrixschreibweise
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in den Komponenten der Wellenfunktionen haben wir dann also
P (x, y) =

P {1}(x, y) 0
. . .
0 P {B}(x, y)
 , (1.35)
dabei sind die Matrixeintra¨ge selbst (4 × 4)-Matrizen. Die Spindimension ist 4B, die
Signatur (2B, 2B).
Wir bezeichnen einen fermionischen Projektor P ε(x, y), der (1.32), (1.35) erfu¨llt, als
fermionischen Projektor des Vakuums.
kurze Erla¨uterung der Konstruktion
Wir wollen unsere Beschreibung des Vakuums noch etwas erla¨utern. Mit dem fermionischen
Projektor des Vakuums haben wir eine spezielle Klasse von Projektoren konstruiert. Zwar
haben wir die Form des fermionischen Projektors mit (1.32) nicht im Detail bestimmt, wir
haben aber trotzdem viele Informationen u¨ber das physikalische System bei der Konstruktion
verwendet: Mit (1.35) haben wir festgelegt, aus welchen Fermionsorten das System aufgebaut
ist. Die Beschreibung des Vakuums mit vollsta¨ndig gefu¨llten Diracseen (1.33) entspricht
ganz der urspru¨nglichen Vorstellung von Dirac, mit welcher man das Problem der negativen
Energiezusta¨nde der Diracgleichung beseitigen und die Paarerzeugung auf einfache Weise
verstehen kann. Man sollte beachten, daß der Diracsee bei uns nicht nur eine formale
Konstruktion ist, sondern daß wir die Diracseen im fermionischen Projektor als physikalische
Realita¨t ansehen. Die Konstruktion fu¨hrt in der diskreten Raumzeit auf keine prinzipiellen
Schwierigkeiten, weil die Diracseen nur aus endlich vielen Zusta¨nden aufgebaut sind.
Mit der Einbettung (1.14) und der Verwendung des Differentialoperators i∂/ ging in die
Konstruktion der Diracseen die Topologie und die differenzierbare Struktur des Kontinuums,
also kurz gesagt die Lokalita¨t, ein. Mit den Diracmatrizen γj wurde implizit die Minkowski-
Metrik ηjk = 12{γj , γk} und damit letztlich die Lichtkegelstruktur, also die Kausalita¨t, des
Minkowski-Raumes verwendet.
Es widerspricht der von uns geforderten intrinsischen Formulierung der Physik in
der diskreten Raumzeit, daß in die Konstruktion des Vakuums die freie Diracgleichung
und damit insbesondere die Lokalita¨t und Kausalita¨t eingeflossen sind. Darum kann die
Beschreibung des Vakuums nur eine erste Vorbereitung fu¨r eine Kontinuumsbeschreibung
sein. Wir werden nun den Kontinuumslimes allgemein konstruieren und dabei auf alle
Strukturen des Minkowski-Raumes ganz explizit verzichten.
1.2.2 Allgemeine Definition des Kontinuumslimes von P
Wir gehen von einem allgemeinen fermionischen Projektor P in der diskreten Raumzeit
(M,H,E) aus und wollen einen Zusammenhang zum Kontinuum herstellen. Als Kontinuum
fassen wir den Minkowski-Raum im folgenden lediglich als differenzierbare Mannigfaltigkeit
auf. Wir verzichten also auf die kausale und metrische Struktur und lassen beliebige
Diffeomorphismen des IR4 zu.
Anordnen der Raumzeitpunkte mit Diffeomorphismen
Wir beginnen mit einer beliebigen Teilmenge N ⊂ IR4 mit #M = #N und fassen N als die
diskreten Raumzeitpunkte auf. Durch einen geigneten Diffeomorphismus des IR4 ko¨nnen
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wir erreichen, daß die Raumzeitpunkte in einer Teilmenge Ω ⊃ N des IR4 gleichma¨ßig
verteilt sind und einen mittleren Abstand in der Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge haben.
Etwas genauer bedeutet diese Anordnungsvorschrift folgendes: Wir bezeichnen eine Teilmenge
A ⊂ Ω als makroskopisch, wenn ihre Ausdehnung sehr groß gegenu¨ber der Planck-La¨nge
ist. Fu¨r jede makroskopische Teilmenge A sollen die Punkte N∩A einen mittleren Abstand
von der Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge haben.
Die Begriffe “gleichma¨ßig verteilt” und “mittlerer Abstand” sind wieder nicht sauber
definiert; wir verzichten analog wie im vorangehenden Abschnitt 1.2.1 auf eine mathematische
Pra¨zisierung.
Beschreibung der Permutationssymmetrie als innere Symmetrie
Nachdem wir die diskreten Raumzeitpunkte N in eine fu¨r den Kontinuumslimes sinnvolle
relative Lage gebracht haben, mu¨ssen wir mit einer Bijektion
x : M → N ⊂ IR4 (1.36)
ein Bezugssystem festlegen. Leider ist x nur bis auf Permutationen bestimmt; wir ko¨nnen
also gema¨ß
x → x ◦ σ , σ ∈ S(M) (1.37)
zu einer anderen Bijektion u¨bergehen, dabei bezeichnet S(M) die Gruppe der Permutationen
in M .
Die Freiheit in der Wahl der Abbildung x la¨ßt sich als innere Symmetrie umschreiben:
Wir definieren in einer Eichung |xα> die unita¨ren Operatoren U(σ), σ ∈ S(M) durch
U(σ) =
∑
x∈M
p+q∑
α=1
sα |σ(x) α><xα| .
Sie bilden die Unterra¨ume Ex(H) ⊂ H isometrisch in Eσ(x)(H) ab. Aus der Pseudo-
Orthonormalita¨t (1.16) folgt
U(σ¯) U(σ) =
∑
x,y∈M
sα |σ¯(y) α> δy,σ(x) <xα|
=
∑
x∈M
sα |(σ¯ ◦ σ)(x) α><xα| = U(σ¯σ) ,
so daß U eine unita¨re Darstellung von S(M) auf H ist. Außerdem haben wir
Eσ(x) = U(σ) Ex U(σ)
−1 .
Folglich ko¨nnen wir das Verhalten von Ex unter Permutationen (1.37) auch beschreiben,
indem wir alle Operatoren aufH mit U(σ) unita¨r transformieren. Der fermionische Projektor
verha¨lt sich dabei nach der Formel
P → U(σ)−1 P U(σ) .
Gema¨ß dieser Konstruktion sind alle Bijektionen (1.36) unita¨r a¨quivalent, so daß wir
uns ohne Einschra¨nkung willku¨rlich fu¨r ein x entscheiden ko¨nnen.
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Einschra¨nkung auf makroskopische Wellenfunktionen
Nach diesen Vorbereitungen la¨ßt sich der Kontinuumslimes ganz analog wie fu¨r das Vakuum
durchfu¨hren: Wir definieren makroskopische Wellenfunktionen Ψ durch die Bedingung,
daß Ψβ(y) im Bezugssystem (1.36) nur auf La¨ngenskalen variiert, die sehr groß gegen die
Planck-La¨nge sind. Die Matrix
P ε(x, y) ≡ Ex P Ey (1.38)
kann bei Einschra¨nkung auf makroskopische Wellenfunktionen sinnvoll ins Kontinuum
u¨bertragen werden und geht in den Integralkern eines geeigneten Operators u¨ber. Wir
schreiben symbolisch
P ε(x, y) ❀ P (x, y) (1.39)
und bezeichnen P (x, y) als Kontinuumslimes des fermionischen Projektors.
kurze Diskussion, Ableitung des A¨quivalenzprinzips
Wir wollen die Konstruktion des Kontinuumslimes kurz diskutieren. Die Menge N wurde
zu Beginn willku¨rlich vorgegeben. Dies ist keine Einschra¨nkung, weil die relative Lage
der diskreten Raumzeitpunkte mit Diffeomorphismen beliebig vera¨ndert werden kann.
Außerdem ha¨ngt die Definition des Kontinuumslimes von der Wahl des Koordinatensystems
und der Bijektion (1.36) ab, was durch den Index ‘ε’ symbolisch angezeigt wird. Das
willku¨rliche Herausgreifen einer Bijektion x ist nach der Beschreibung der Permutationssymmetrie
als innere Symmetrie ebenfalls keine Einschra¨nkung.
Folglich ha¨ngt der Kontinuumslimes letztlich nur von der Wahl des Koordinatensys-
tems ab. Als einzige Bedingung haben wir dabei die Anordnungsvorschrift zu erfu¨llen.
Wir haben also die Freiheit, im IR4 Diffeomorphismen durchzufu¨hren, falls die diskreten
Raumzeitpunkte auch in den neuen Koordinaten gleichma¨ßig mit mittlerem Abstand in der
Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge angeordnet sind. Insbesondere ko¨nnen wirmakroskopische
Koordinatentransformationen, also Transformationen x→ y(x) mit makroskopischen Funktionen
yi, durchfu¨hren. Da man sich in der Allgemeinen Relativita¨tstheorie bei einem Wechsel
des Bezugssystems auf makroskopische Transformationen beschra¨nken kann, folgt die
Invarianz des Kontinuumslimes unter allgemeinen Koordinatentransformationen, also das
A¨quivalenzprinzip.
Es ist wichtig zu beachten, daß die Freiheiten in der Koordinatenwahl mit den makroskopischen
Koordinatentransformationen noch nicht erscho¨pft sind. Zusa¨tzlich sind viele nicht-makroskopische
Koordinatentransformationen zula¨ssig, beispielsweise solche, welche die diskreten Raumzeitpunkte
permutieren. Wenn unsere Beschreibung physikalisch sinnvoll sein soll, mu¨ssen wir solche
Koordinatentransformationen ausschließen ko¨nnen. Dazu muß P die Permutationssymmetrie
vollsta¨ndig brechen, und es muß (bei gegebenem P ) eine kanonische Wahl der Bijektion
(1.36) geben. Darauf werden wir nach expliziterer Untersuchung des fermionischen Projektors
auf Seite 26 zuru¨ckkommen.
Insgesamt kommen wir zu dem Schluß, daß das Prinzip des fermionischen Projektors
im Kontinuumslimes auf jeden Fall das A¨quivalenzprinzip liefert. Die lokale Struktur des
Kontinuums erha¨lt man aber nur unter Annahme zusa¨tzlicher Bedingungen an P . Um die
Lokalita¨t konsistent zu begru¨nden, werden wir diese zusa¨tzlichen Bedingungen aus den
Gleichungen der diskreten Raumzeit ableiten mu¨ssen.
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1.2.3 Die Methode der Sto¨rung des Vakuums
Fu¨r eine zweckma¨ßige physikalische Beschreibung ist es oft gu¨nstig, ein System (z.B.
wenige, schwach gekoppelte Fermionen) als eine Sto¨rung des Vakuums aufzufassen. Aus
diesem Grund wollen wir den Kontinuumslimes eines allgemeinen fermionischen Projektors
P˜ auf unsere Beschreibung des Vakuums zuru¨ckfu¨hren. Zur Einfachheit beschra¨nken wir
uns auf ein System (1.33) mit einem Diracsee, die Konstruktion la¨ßt sich aber unmittelbar
auf zusammengesetzte Systeme (1.35) u¨bertragen.
Wir gehen aus von einem Bezugssystem (1.14), (1.15). Es gibt einen fermionischen
Projektor P , der in diesem Bezugssystem das Vakuum beschreibt (P erha¨lt man beispielsweise
durch Regularisierung der Distribution P (x, y)). Wir wa¨hlen makroskopische Wellenfunktionen
Ψ1, . . . ,Ψf und Φ1, . . . ,Φa, die im Kontinuum in positive- bzw. negative-Energie-Lo¨sungen
der freien Diracgleichung
(i∂/−m) Ψj = (i∂/−m) Φj = 0
u¨bergehen. Wir setzen Y = Im P , also P = PY . Nach den U¨berlegungen in Abschnitt 1.2.1
sind die negativen-Energie-Lo¨sungen Φj im Diracsee P
ε(x, y) enthalten, also Φ1, . . . ,Φa ∈
Y . Folglich ko¨nnen wir mit
P¯ := PY + P<Ψ1,...,Ψf> − P<Φ1,...,Φa> (1.40)
im Diracsee a Lo¨cher erzeugen und f Fermionen hinzufu¨gen, P¯ ist ebenfalls ein Projektor.
Im na¨chsten Schritt fu¨hren wir eine beliebige unita¨re Transformation des Projektors durch,
also
P˜ := U P¯ U∗ mit einem unita¨ren Operator U auf H . (1.41)
Wir bezeichnen P˜ als gesto¨rten fermionischen Projektor und nennen die Konstruktion
(1.40), (1.41) die Methode der Sto¨rung des Vakuums.
Wir mu¨ssen uns davon u¨berzeugen, daß mit der Methode der Sto¨rung des Vakuums
tatsa¨chlich jeder fermionische Projektor P˜ gebildet werden kann: Es sei ein fermionischer
Projektor P˜ gegeben. Wir wa¨hlen als Bezugssystem die Bijektion (1.36) aus der Definition
des Kontinuumslimes und bilden einen zugeho¨rigen fermionischen Projektor P des Vakuums.
Der Rang der Projektoren P , P˜ wird i.a. verschieden sein, Rg P 6= Rg P˜ . Durch geeignetes
Erzeugen von Lo¨chern oder zusa¨tzlichen Zusta¨nden ko¨nnen wir aber erreichen, daß Rg P¯ =
Rg P˜ ist. Dann sind P¯ , P˜ unita¨r a¨quivalent.
nichtlokale Sto¨rungen des Diracoperators
Wir untersuchen nun, wie sich die Methode der Sto¨rung des Vakuums im Kontinuum
beschreiben la¨ßt: Die Definitionsgleichung (1.40) geht im Kontinuumslimes bei geeigneter
Normierung der Wellenfunktionen Ψj ,Φj (auf die wir in der Einleitung wieder nicht
eingehen) in die Distributionsgleichung
P¯ (x, y) = P (x, y) +
f∑
j=1
Ψj(x) Ψj(y) −
a∑
j=1
Φj(x) Φj(y) (1.42)
u¨ber. Die unita¨re Transformation (1.41) u¨bersetzt sich in der Form
P˜ = U P¯ U∗ (1.43)
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mit einem geeigneten unita¨ren Operator U des Kontinuums, dabei bezeichnen P¯ und P˜
die Operatoren mit Integralkernen P¯ (x, y) bzw. P˜ (x, y).
Die Transformation (1.43) la¨ßt sich alternativ auch als Sto¨rung des Diracoperators
umschreiben: Die Distribution P¯ (x, y) erfu¨llt die Diracgleichung
(i∂/x −m) P¯ (x, y) = 0 .
Mit (1.43) folgt fu¨r den Kontinuumslimes des gesto¨rten fermionischen Projektors
U(i∂/−m)U−1 P˜ = 0 .
Diese Gleichung kann mit der Abku¨rzung B := U(i∂/)U−1 − i∂/ auch in der Form
(i∂/+ B −m) P˜ = 0 (1.44)
geschrieben werden. Der Operator B ist i.a. nichtlokal, er la¨ßt sich als Integraloperator
(BΨ)(x) =
∫
d4y B(x, y) Ψ(y) (1.45)
mit einer geeigneten matrixwertigen Distribution B(x, y) ausdru¨cken.
ein erster Kontakt zu klassischen Feldgleichungen
Wir haben die Methode der Sto¨rung des Vakuums fu¨r einen allgemeinen fermionischen
Projektor P˜ durchgefu¨hrt. Diese Allgemeinheit ist allerdings nur von theoretischem Interesse:
Die Methode der Sto¨rung des Vakuums ist nu¨tzlich, weil sich damit der fermionische
Projektor um das Vakuum entwickeln la¨ßt. Eine solche Entwicklung ist aber nur sinnvoll,
wenn P˜ wirklich als “Sto¨rung” des Vakuums angesehen werden kann, also wenn die Anzahl
f , a der Fermionen nicht zu groß ist und wenn sich U nur wenig von der Identita¨t
unterscheidet. Wir werden spa¨ter sehen, daß wir uns in realistischen Situationen tatsa¨chlich
auf den Fall beschra¨nken ko¨nnen, daß der Operator U−1 (in einer dann na¨her spezifizierten
Weise) klein ist.
Die Vorstellung einer kleinen Sto¨rung in (1.41) vereinfacht auch die physikalische
Begriffsbildung. Man kann dann na¨mlich auch fu¨r den gesto¨rten fermionischen Projektor
von “Diracseen” sprechen und (1.40) als Einfu¨hrung von f Fermionen und a Antifermionen
in das System interpretieren. Wir wollen mit dieser Vorstellung versuchen, einen ersten
Zusammenhang zwischen den Gleichungen der diskreten Raumzeit und klassischen Feldgleichungen
herzustellen. Im ersten Schritt betrachten wir die Situation in der diskreten Raumzeit:
Wir nehmen an, daß ein fermionischer Projektor P des Vakuums die Euler-Lagrange-
Gleichungen eines geeigneten Variationsprinzips erfu¨llt. Nach Einfu¨hrung von Fermionen
und Antifermionen gema¨ß (1.40) werden diese Gleichungen i.a. verletzt sein. Damit auch
das erhaltene Vielfermionsystem die Euler-Lagrange-Gleichungen erfu¨llt, muß P¯ geeignet
modifiziert werden. Um nicht zusa¨tzliche Fermionen in das System einzufu¨hren, muß
diese Sto¨rung die Form einer unita¨ren Transformation (1.41) haben. Wir erwarten, daß
P˜ fu¨r geeignetes U eine Lo¨sung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist; die genaue Form
der Transformation (1.41) in Abha¨ngigkeit von den Fermionen in (1.40) wird durch die
spezielle Form des Variationsprinzips festgelegt. Durch die unita¨re Transformation werden
auch die Wellenfunktionen Ψj ,Φj beeinflußt, was schließlich als eine Wechselwirkung der
Fermionen interpretiert werden kann.
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Im na¨chsten Schritt untersuchen wir, wie sich diese Wechselwirkung im Kontinuum
beschreiben la¨ßt: Die Einfu¨hrung der Fermionen und Antifermionen zeigt sich in (1.42) im
Auftreten klassischer Wellenfunktionen. Die unita¨re Transformation kann gema¨ß (1.44) als
Sto¨rung des Diracoperators geschrieben werden. Fu¨r sinnvolle Gleichungen der diskreten
Raumzeit muß diese Sto¨rung lokal sein. Genauer muß aus den Euler-Lagrange-Gleichungen
die Bedingung
B = i
(
Gj(x)− γj
) ∂
∂xj
+B(x) (1.46)
folgen, so daß sich der Diracoperator in (1.44) auf (1.6) reduziert. Wenn wir dies im
Moment einfach annehmen, liefern die Gleichungen der diskreten Raumzeit einen Zusammenhang
zwischen denWellenfunktionen in (1.42) und den bosonischen Potentialen im Diracoperator
(1.6). Genau dieser Zusammenhang muß auch durch die klassischen Feldgleichungen gegeben
sein. Man beachte, daß wir durch die unita¨re Transformation (1.43) in einem Schritt
sowohl die klassischen Bosefelder einfu¨hren als auch die Ankopplung dieser Felder an die
Fermionen beschreiben.
Der Zusammenhang zu den klassischen Feldgleichungen ist im Moment sehr qualitativ.
Bevor wir ihn in Abschnitt 1.2.5 pra¨zisieren ko¨nnen, mu¨ssen wir im na¨chsten Abschnitt
untersuchen, wie sich die Gleichungen der diskreten Raumzeit ins Kontinuum u¨bertragen
lassen.
1.2.4 Asymptotische Entwicklung
Nachdem wir fu¨r den fermionischen Projektor eine Kontinuumsbeschreibung eingefu¨hrt
haben, kommen wir zu der Frage, wie fu¨r zusammengesetzte Ausdru¨cke in P,Ex ein
sinnvoller Kontinuumslimes gebildet werden kann. Wir werden dieses Problem in der
Einleitung nur am Beispiel der Euler-Lagrange-Gleichungen (1.27), (1.28) diskutieren; die
meisten Konstruktionen lassen sich aber fu¨r andere Gleichungen a¨hnlichen Typs ganz
analog durchfu¨hren.
Wir betrachten einen allgemeinen fermionischen Projektor P . Der Operator Q, (1.28),
hat in einem speziellen Bezugssystem die Form
Qε(x, y) ≡ Ex QEy = P ε(x, y) P ε(y, x) P ε(x, y) . (1.47)
Als ersten Ansatz zur Kontinuumsbeschreibung ko¨nnte man versuchen, einfach die Faktoren
in (1.47) durch ihren Kontinuumslimes ersetzen. Der sich ergebende Ausdruck
P (x, y) P (y, x) P (x, y) (1.48)
ist aber mathematisch nicht sinnvoll, wie man schon fu¨r den fermionischen Projektor des
Vakuums sieht: Im Vakuum ist P (x, y) gema¨ß (1.33), (1.35) eine temperierte Distribution.
Bei expliziter Ausfu¨hrung des Fourierintegrals in (1.33) erha¨lt man Beitra¨ge der Form
δ′((y − x)2) , δ((y − x)2) , 1
(y − x)4 ,
1
(y − x)2 , (1.49)
dabei ist (y − x)2 ≡ (y − x)j (y − x)j ; die Distributionen (y − x)−2 und (y − x)−4 sind als
Hauptwert bzw. Ableitung des Hauptwertes definiert. Folglich besitzen die Distributionen
P (x, y), P (y, x) auf dem Lichtkegel, also fu¨r (y − x)2 = 0, Singularita¨ten und Pole; sie
ko¨nnen nicht wie in (1.48) miteinander multipliziert werden.
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Wir ko¨nnen erwarten, daß sich dieses mathematische Problem bei sorgfa¨ltigerer Bildung
des Kontinuumslimes beheben la¨ßt. Trotzdem sollten die Singularita¨ten auf dem Lichtkegel
auch bei einer genaueren Analyse eine entscheidende Rolle spielen: Der fermionische Projektor
P ε(x, y) ist eine Diskretisierung der Distribution P (x, y) auf der Skala der Planck-La¨nge.
Die Singularita¨ten von P (x, y) zeigen sich in der diskreten Raumzeit darin, daß P ε(x, y)
auf dem Lichtkegel Werte von der Gro¨ßenordnung ∼ ε−p annimmt. Die Exponenten p kann
man fu¨r die verschiedenen Beitra¨ge in (1.49) mit einem Skalierungsargument bestimmen,
P ε(x, y) ∼ ε−2 fu¨r δ′((y − x)2), (y − x)−4
P ε(x, y) ∼ ε−1 fu¨r δ((y − x)2), (y − x)−2 .
Bei der Bildung von Qε(x, y) ko¨nnen wir die Exponenten pj der einzelnen Faktoren P
ε in
(1.47) addieren, also symbolisch
Qε(x, y) ∼ ε−q mit q = p1 + p2 + p3 .
Fu¨r u¨bliche physikalische Systeme ist die Planck-La¨nge um viele Gro¨ßenordnungen kleiner
als alle anderen La¨ngenskalen des Systems. Folglich erwarten wir, daß die Beitra¨ge ∼ ε−p zu
P ε, Qε mit hohen Exponenten p wesentlich gro¨ßer als diejenigen mit niedrigen Exponenten
sind. Genauer sollte jeder zusa¨tzliche Faktor ε die Beitra¨ge um einen dimensionslosen
Faktor
Planck-La¨nge × Energie oder Planck-La¨nge
Fermi-La¨nge
(1.50)
abschwa¨chen. Da (1.50) bei typischen Energieskalen von der Gro¨ßenordnung < 10−20 ist,
scheint es eine sehr gute Na¨herung zu sein, die Beitra¨ge zu niedrigeren Exponenten ganz
zu vernachla¨ssigen.
Um diese U¨berlegung mathematisch zu pra¨zisieren, mu¨ssen wir ε als variablen Parameter
auffassen und den Grenzfall ε→ 0 untersuchen: Wir bilden fu¨r beliebiges ε eine Regularisierung
P ε(x, y) auf der La¨ngenskala ε. Fu¨r einen bestimmten Wert ε in der Gro¨ßenordnung der
Planck-La¨nge soll P ε(x, y) der physikalische fermionische Projektor sein, fu¨r alle anderen
Werte von ε sehen wir P ε nur als mathematische Hilfskonstruktion an. Wir bilden die
Operatoren Qε und die Kommutatoren [P ε, Qε]. Im Limes ε → 0 treten in Qε, [P ε, Qε]
Divergenzen auf. Genauer ko¨nnen wir eine Entwicklung nach der Polordnung durchfu¨hren
Qε(x, y) =
1
εn
Q(0)(x, y) +
1
εn−1
Q(1)(x, y) + · · · (1.51)
[P ε, Qε](x, y) =
1
εn
E(0)(x, y) +
1
εn−1
E(1)(x, y) + · · · , (1.52)
dabei sind Q(j)(x, y), E(j)(x, y) temperierte Distributionen. Wir nennen diese Entwicklung
asymptotische Entwicklung.
die Planckna¨herung
Da ε fu¨r den physikalischen fermionischen Projektor ein sehr kleiner Parameter ist, sind
die Reihen (1.51), (1.52) parita¨tisch geordnet, d.h.
1
εn
Q(0) ≫ 1
εn−1
Q(1) ≫ · · · , 1
εn
E(0) ≫ 1
εn−1
E(1) ≫ · · · .
Wir nutzen dies fu¨r eine Na¨herung der Euler-Lagrange-Gleichungen aus: Die Operatoren
E(j) ha¨ngen von den Fermionen und dem Sto¨roperator B ab, also symbolisch E(j) =
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E(j)[Ψ,B]. In der Euler-Lagrange-Gleichung [P ε, Qε] = 0 muß der fu¨hrende Beitrag von
(1.52) fast verschwinden, wir setzen na¨herungsweise
E(0)[Ψ,B] = 0 . (1.53)
Fu¨r den na¨chsten Summanden in (1.52) muß man beru¨cksichtigen, daß man durch sehr
kleine Sto¨rungen von E(0) Beitra¨ge in E(1) kompensieren kann. Man erha¨lt so die Bedingung
E(1)[Ψ,B] = d
dλ
E(0)[Ψ,B + λB1]|λ=0 (1.54)
mit einem frei wa¨hlbaren Operator B1. Fu¨r alle weiteren Summanden in (1.52) geht man
analog vor; allgemein ko¨nnen Beitra¨ge in E(k) durch sehr kleine Sto¨rungen in E(0), . . . , E(k−1)
kompensiert werden4. Wir nennen die verwendete Na¨herung Planckna¨herung und die
Gleichungen (1.53), (1.54), u.s.w. die Gleichungen der Planckna¨herung. Die Gleichungen
der Planckna¨herung sind als Distributionsgleichungen im Kontinuum wohldefiniert; sie
lassen sich wesentlich einfacher als die Euler-Lagrange-Gleichungen der diskreten Raumzeit
analysieren. Die relativen Fehler der Planckna¨herung sind von der Gro¨ßenordnung (1.50)
und folglich kleiner als die Meßgenauigkeit in u¨blichen Experimenten.
Vergleich zur Renormierung
Wir wollen die Konstruktion der asymptotischen Entwicklung kurz diskutieren. Nach dem
Prinzip des fermionischen Projektors sollten wir von den Operatoren P,Ex ausgehen
und daraus den Kontinuumslimes ableiten. Bei der asymptotischen Entwicklung sind
wir aber genau umgekehrt vorgegangen: wir haben mit dem Kontinuumslimes P (x, y)
begonnen und daraus durch Regularisierung den fermionischen Projektor P ε(x, y) der
diskreten Raumzeit gebildet. Der Grund fu¨r dieses Vorgehen ist rein technischer Art:
Die asymptotische Entwicklung macht nur Sinn, wenn ε ein variabler Parameter ist. Wir
mu¨ssen also eine ganze Familie (P ε)ε∈(0,ε0) von fermionischen Projektoren betrachten, was
nur durch Regularisierung von P (x, y) realisiert werden kann.
Es ist wichtig zu beachten, daß wir trotz dieser Konstruktionsmethode am Prinzip
des fermionischen Projektors festhalten. Wir sehen eine spezielle Diskretisierung P ε von
P (x, y) als das fundamentale physikalische Objekt an, allerdings ko¨nnen wir u¨ber Einzelheiten
der Regularisierung keine Aussagen machen. Dieses indirekte Vorgehen bei der asymptotischen
Entwicklung ist nur dann sinnvoll, wenn es auf das Regularisierungsverfahren letztlich
nicht ankommt. Die eigentliche Schwierigkeit wird darin bestehen zu zeigen, daß die mit der
asymptotischen Entwicklung abgeleiteten Ergebnisse von Einzelheiten der Regularisierung
4Um diese Gleichungen formal abzuleiten, setzt man den Sto¨roperator B als Potenzreihe in ε an,
Bε = B + εB1 + ε
2B2 + · · · .
Fu¨r die Operatoren E(j) erha¨lt man mit einer Taylorentwicklung
E(j)[Ψ,Bε] = E
(j)[Ψ,B] + ε
d
dλ
E(j)[Ψ,B + λB1]|λ=0
+
ε2
2
d2
dλ2
E(j)[Ψ,B + λB1]|λ=0 + ε
2 d
dλ
E(j)[Ψ,B + λB2]|λ=0 + · · · .
Man setzt diese Entwicklungsformeln in die Reihe (1.52) ein und fordert, daß die Beitra¨ge jeder Ordnung
in ε−p verschwinden. Die Sto¨roperatoren B1,B2, . . . treten wegen ε ≪ 1 nicht als physikalische Sto¨rungen
in Erscheinung. Sie ko¨nnen a¨hnlich wie Lagrangesche Multiplikatoren beliebig sein und schwa¨chen die
Bedingungen an die Operatoren E(j)[Ψ,B] ab.
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unabha¨ngig sind. Wir bemerken, daß wir fu¨r die Konstruktion von P ε zur technischen
Einfachheit nicht mit Diskretisierungen der Raumzeit, sondern mit Regularisierungen
im Kontinuum arbeiten werden. Genauer werden wir die Distributionen durch Faltung
regularisieren, also
P ε(x, y) := (P ∗ ηε)(x, y) mit einer glatten Funktion ηε .
Das technische Vorgehen bei der asymptotischen Entwicklung hat A¨hnlichkeit mit
der Renormierung der Quantenfeldtheorie. Dort fu¨hrt man auch eine Regularisierung
ein, beispielsweise durch Diskretisierung der Theorie auf einem Gitter mit Gitterla¨nge
ε. Anschließend zeigt man, daß die Regularisierung (bei gleichzeitiger Umskalierung der
nackten Massen und Kopplungskonstanten) entfernt werden kann, was im Beispiel des
Gitters dem Limes ε→ 0 entspricht. Im Gegensatz zum Renormierungsprogramm fu¨hren
wir aber den Grenzu¨bergang ε → 0 nicht durch, sondern sehen eine auf der La¨ngenskala
der Planckla¨nge regularisierte Theorie als die physikalische Theorie an. Dieser Unterschied
hat zur Folge, daß wir auch physikalisch meßbare Gro¨ßen mit der Diskretisierung in
Verbindung bringen ko¨nnen. Insbesondere werden wir sehen, daß die Gravitationskonstante
mit der La¨ngenskala ε der Diskretisierung verknu¨pft ist, und ko¨nnen ε mit der Planck-
La¨nge ausdru¨cken.
1.2.5 Qualitative Beschreibung einiger Ergebnisse
In den vorangehenden Abschnitten haben wir die Methoden bereitgestellt, mit denen die
Euler-Lagrange-Gleichungen im Kontinuumslimes untersucht werden ko¨nnen. Schematisch
mu¨ssen wir nun folgendermaßen vorgehen: Zuna¨chst muß der Kontinuumslimes P˜ (x, y)
des gesto¨rten fermionischen Projektors fu¨r mo¨glichst allgemeine Sto¨roperatoren B explizit
berechnet werden. Dazu konstruiert man Lo¨sungen der nichtlokalen Diracgleichung (1.44).
Nach Regularisierung der Distributionen P˜ (x, y) kann die asymptotische Entwicklung
(1.51), (1.52) durchgefu¨hrt werden. Anschließend untersucht man die Gleichungen der
Planckna¨herung. Auf diese Weise hat man die Gleichungen der diskreten Raumzeit letztlich
in Kontinuumsgleichungen in den Parametern [Ψ,B] umgeschrieben.
Dieses Programm ist allgemein genug gefaßt, um neben einer expliziten Ableitung
klassischer Feldgleichungen auch die noch offen gebliebenen theoretischen Fragen zu beantworten.
Genauer mu¨ssen wir noch die Lokalita¨t und Kausalita¨t des Kontinuums konsistent aus
dem Prinzip des fermionischen Projektors begru¨nden. Außerdem stellt sich die allgemeine
Frage, warum die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in lokale
Differentialgleichungen u¨bergehen.
Die Berechnung von P˜ (x, y) und die asymptotische Entwicklung sind zu umfangreich,
um in der Einleitung im Detail dargestellt zu werden. Darum mu¨ssen wir in der folgenden
Diskussion auf spa¨tere Ergebnisse Bezug nehmen.
Lokalita¨t der Sto¨rungen des Diracoperators
In der Diracgleichung (1.44) tritt ein allgemeiner nichtlokaler Sto¨roperator B auf. In
Anhang G wird (fu¨r die eigentlich interessante Wirkung (1.66)) gezeigt, daß der Operator
B fu¨r alle Lo¨sungen [Ψ,B] der Gleichungen der Planckna¨herung die Form einer lokalen
Sto¨rung (1.46) hat. Dieses Ergebnis la¨ßt sich auch in unserem Beispiel (1.26) einsehen:
Die Singularita¨ten des formalen Produkts (1.48) auf dem Lichtkegel bedeuten in der
diskreten Raumzeit, daß der Operator Qε(x, y) seinen Hauptbeitrag auf wenige Punkte
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(x, y) (na¨mlich die Punkte in unmittelbarer Na¨he des Lichtkegels) konzentriert. Eine solche
Situation ist fu¨r das Variationsprinzip in dem Sinne stabil, daß sie bei durch die Euler-
Lagrange-Gleichungen zugelassenen Sto¨rungen von P erhalten bleibt. Ausgedru¨ckt im
Kontinuumslimes du¨rfen die Sto¨rungen des Diracoperators also die Singularita¨ten von
P˜ (x, y) auf dem Lichtkegel nicht zersto¨ren. Bei nichtlokalen Sto¨rungen des Diracoperators
werden diese Singularita¨ten aber “ausgeschmiert” und verschwinden schließlich, wie man
an expliziten Rechnungen sieht.
Wir mu¨ssen noch pra¨zisieren, unter welchen Voraussetzungen das Ergebnis von Anhang
G anwendbar ist und beschreiben dazu gleich allgemein, wie der Sto¨roperator B in dieser
Arbeit behandelt wird: Wir fu¨hren zuna¨chst eine Sto¨rungsentwicklung nach B durch.
Im Rahmen der asymptotischen Entwicklung ko¨nnen wir die Beitra¨ge zu Q(j), E(j) in
beliebiger Ordnung in B berechnen und alle Beitra¨ge explizit aufsummieren. Auf diese
Weise kommen wir schließlich zu nicht-perturbativen Ergebnissen. Die einzige Einschra¨nkung
fu¨r diese Methode besteht darin, daß die asymptotische Entwicklung sinnvoll sein muß.
Der Sto¨roperator B muß also so gewa¨hlt werden, daß in (1.51), (1.52) die Beitra¨ge ho¨herer
Ordnung in ε stark abfallen. Fu¨r lokale Sto¨rungen (1.46) ist dies keine Einschra¨nkung,
da dann P˜ (x, y), wie wir gerade beschrieben haben, Singularita¨ten auf dem Lichtkegel
besitzt. Der nichtlokale Anteil der Sto¨rung des Diracoperators muß aber (in einer nicht
genau spezifizierten Weise) klein sein.
die Lokalita¨t und Kausalita¨t des Kontinuums
Mit der Lokalita¨t des Sto¨roperators B ko¨nnen wir die lokale und kausale Struktur des
Kontinuums intrinsisch aus dem Prinzip des fermionischen Projektors begru¨nden: Als
Folge der Lokalita¨t von B besitzt P˜ (x, y) Singularita¨ten auf einem Lichtkegel (im Fall mit
Gravitation ist dies der Lichtkegel der Lorentzmetrik). In der diskreten Raumzeit ist der
Hauptbeitrag des Operators Qε(x, y) folglich auf die Punkte (x, y) in unmittelbarer Na¨he
des Lichtkegels konzentriert. Wir ko¨nnen also zu gegebenem x ∈M intrinsisch diejenigen
Punkte y ∈ M auszeichnen, die in unserem Bezugssystem in unmittelbarer Na¨he des
Lichtkegels um x ∈ IR4 zu liegen kommen. In diesem Sinne kann man aus Lo¨sungen
der Euler-Lagrange-Gleichungen die Lichtkegelstruktur und damit die Topologie, also die
Kausalita¨t und Lokalita¨t, konstruieren.
Zur Deutlichkeit erla¨utern wir diese intrinsische Konstruktion der Kausalita¨t und
Lokalita¨t mit den Begriffen von Abschnitt 1.2.2: Wir geben eine Lo¨sung P der Euler-
Lagrange-Gleichungen und eine Menge N ⊂ IR4 von diskreten Raumzeitpunkten vor,
welche die Anordnungsvorschrift erfu¨llen. Dann ko¨nnen wir die Wahl der Bijektion (1.36)
durch die Bedingung weitgehend festlegen, daß der Operator Qε(x, y) seinen Hauptbeitrag
bezu¨glich einer beliebigen kausalen Struktur in unmittelbarer Umgebung des Lichtkegels
konzentriert. Wenn wir die Bijektion (1.36) festhalten (was wir nach dem Umschreiben der
Permutationssymmetrie als innere Symmetrie ohne Beschra¨nkung tun ko¨nnen), la¨ßt sich
diese zusa¨tzliche Bedingung auch als Einschra¨nkung fu¨r die Wahl des Koordinatensystems
auffassen. Insbesondere ko¨nnen wir dann i.a. keine Koordinatentransformationen durchfu¨hren,
bei welchen die RaumzeitpunkteN permutiert werden. Neben makroskopischen Koordinatentransformationen
sind nur noch mikroskopische Koordinatentransformationen x→ y(x) mo¨glich, bei denen
die Funktionswerte yi(x)−xi von der Gro¨ßenordnung der Planck-La¨nge sind. Da mikroskopische
Koordinatentransformationen fu¨r die Kontinuumsbeschreibung irrelevant sind, ko¨nnen wir
uns also tatsa¨chlich auf die makroskopischen Diffeomorphismen der Allgemeinen Relativita¨tstheorie
beschra¨nken.
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Da diese Argumentation nur unter der Voraussetzung einer “kleinen” Nichtlokalita¨t von
B zula¨ssig ist, erhalten wir fu¨r die intrinsische Konstruktion der Lokalita¨t und Kausalita¨t
die folgende Einschra¨nkung: Wir gehen von einem fermionischen Projektor P des Vakuums
aus. Sein Kontinuumslimes besitzt wegen (1.35) Singularita¨ten auf dem Lichtkegel. Bei
Einfu¨hrung von Fermionen gema¨ß (1.40) bleiben die Singularita¨ten auf dem Lichtkegel
nach (1.42) erhalten, so daß die asymptotische Entwicklung sinnvoll ist. Nun betrachten wir
eine stetige Schar unita¨rer Transformationen U(τ) mit U(0) = 1 und bilden die Variation
P˜ (τ) = U(τ) P¯ U(τ)−1
des fermionischen Projektors. Im Kontinuum geht P˜ in eine Variation der Form (1.43) oder,
a¨quivalent, in eine Variation B(τ) der Sto¨rung des Diracoperators u¨ber. Wir nehmen an,
daß die Projektoren P˜ (τ) (bis auf Beitra¨ge von der Gro¨ßenordnung der Wellenfunktionen
Ψ) die Euler-Lagrange-Gleichungen erfu¨llen. Dann muß B(τ) eine Schar lokaler Operatoren
sein (man beachte, daß wir fu¨r dieses “Stetigkeitsargument” mit beliebig kleinen nichtlokalen
Beitra¨gen zu B(τ) auskommen). Folglich bleiben die Singularita¨ten von P˜ (x, y) auf dem
Lichtkegel erhalten, so daß die asymptotische Entwicklung fu¨r beliebiges τ gu¨ltig bleibt.
Wir ko¨nnen die intrinsische Konstruktion der Lokalita¨t und Kausalita¨t also fu¨r alle fermionischen
Projektoren P˜ anwenden, die man auf die gerade beschriebeneWeise als stetige Deformation
P˜ (τ), P˜ (0) = P¯ von Lo¨sungen P˜ (τ) der Gleichungen der diskreten Raumzeit bilden kann.
Damit scheinen alle physikalisch interessanten Fa¨lle abgedeckt zu sein. Wir ko¨nnen aber
nicht ausschließen, daß es weitere Lo¨sungen der Euler-Lagrange-Gleichungen gibt, die
mo¨glicherweise eine ganz andere Struktur als die von uns durch Variation konstruierten
fermionischen Projektoren besitzen.
die klassischen Gleichungen sind Differentialgleichungen
Aus der gerade begru¨ndeten lokalen und kausalen Struktur des Kontinuums folgt noch
nicht unmittelbar, daß die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in
kausale Differentialgleichungen u¨bergehen. Wir wollen den Zusammenhang nun etwas
genauer beschreiben.
Wir erkla¨ren zuna¨chst, warum man Differentialgleichungen erha¨lt: Aus (1.44) und
der Lokalita¨t der Sto¨rung B folgt unmittelbar, daß die Wellenfunktionen der Fermionen
Lo¨sungen einer Diracgleichung mit Diracoperator (1.6) sind. Die klassischen Feldgleichungen
(z.B. die Maxwell- und Einsteingleichungen) mu¨ssen aus der asymptotischen Entwicklung
der Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet werden. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind
in dem Sinne nichtlokale Gleichungen, daß darin die Operatoren P ε(x, y), Qε(x, y) auch
fu¨r makroskopisch entfernte Raumzeitpunkte x, y eingehen. Darum ist die Lokalita¨t des
Kontinuumslimes nicht offensichtlich. Wir geben ein allgemeines Argument fu¨r Differentialgleichungen:
In der Distribution P˜ (x, y) treten Beitra¨ge in den Sto¨rpotentialen (Gj − γj), B und deren
partiellen Ableitungen auf. Genauer hat die Abha¨ngigkeit von den Potentialen die Form
konvexer Linienintegrale, also als typisches Beispiel
P˜ (x, y) =
∫ 1
0
dα (✷B)(αy + (1− α)x) · · · + · · · .
In dem regularisierten Produkt Qε(x, y) treten ebenfalls solche Linienintegrale auf. Die
fu¨hrenden Divergenzen der Euler-Lagrange-Gleichungen fu¨r ε → 0 treten in Qε(x, y) am
Ursprung, also fu¨r x = y auf. Damit reduzieren sich die konvexen Linienintegrale auf lokale
Beitra¨ge in den Potentialen und deren Ableitungen. Die Beitra¨ge der Fermionen (also die
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Dirac-Stro¨me und fermionischen Energie-Impuls-Tensoren) zu Qε(x, y) sind zu fu¨hrender
Divergenz ebenfalls am Ursprung lokalisiert. Insgesamt erha¨lt man lineare Relationen
zwischen diesen Tensorfeldern, also klassische Differentialgleichungen.
Fu¨r die Kausalita¨t des Kontinuumslimes der Euler-Lagrange-Gleichungen haben wir
keine allgemeine Begru¨ndung. Man kann sich aber fu¨r die Diracgleichung und die klassischen
Feldgleichungen wie u¨blich durch Konstruktion einer retardierten Greensfunktion von der
Kausalita¨t u¨berzeugen.
die klassischen Feldgleichungen fu¨r dynamische Eichfelder
Wir schließen die allgemeinen U¨berlegungen zur Lokalita¨t und Kausalita¨t des Kontinuumslimes
ab und wollen nun etwas konkreter auf die Ableitung der klassischen Feldgleichungen
eingehen. Dazu werden wir an verschiedenen Sto¨roperatoren B die Ergebnisse spa¨terer
Rechnungen anschaulich beschreiben.
Wir beginnen mit dem Fall Gj ≡ γj ohne Gravitationsfeld, also einem allgemeinen
lokalen Potential B = B(x). Wie in Kapitel 2 genau erkla¨rt wird, kann die Distribution
P˜ (x, y) als Lo¨sung der Diracgleichung (1.44) explizit berechnet werden. Bei Durchfu¨hrung
der asymptotischen Entwicklung treten in E(j) Ausdru¨cke in den Wellenfunktionen Ψ,
dem Potential B und dessen partiellen Ableitungen ∂γB auf, wobei γ einen Multiindex
bezeichnet. Wir ko¨nnen diese Ausdru¨cke jeweiligen Operatoren E(j) zuordnen: Die Dirac-
Stro¨me und fermionischen Energie-Impuls-Tensoren treten erstmals in E(2) bzw. E(3) auf.
Die Terme der Form
∂γ1B · · · ∂γpB (1.55)
sind im Operator E(j) mit
j = p− 1 +
p∑
k=1
|γk| (1.56)
zu finden. Folglich kommen die (Noether-)Stro¨me und Energie-Impuls-Tensoren der klassischen
Bosefelder in den gleichen Operatoren wie die entsprechenden fermionischen Ausdru¨cke
vor, was sinnvoll erscheint. Außerdem sehen wir an (1.56), daß in der asymptotischen
Entwicklung Terme ho¨herer Ordnung in B im Vergleich zu Termen niedrigerer Ordnung
um Potenzen der Planck-La¨nge kleiner sind. Diese Tatsache wird eine Begru¨ndung dafu¨r
liefern, daß in die Feldgleichungen die klassischen Potentiale nur bis zu einer bestimmten
Potenz eingehen (also daß beispielsweise die Maxwell-Gleichungen lineare Gleichungen
sind).
Es zeigt sich, daß die meisten Freiheitsgrade der Matrix B zu einem großen Beitrag
in E(0) fu¨hren und deswegen nicht auftreten du¨rfen. Genauer brauchen wir nur vektorielle
und axiale Potentiale zu betrachten, also
B(x) = (V/ij(x))i,j=1,...,B + ρ (A/ij(x))i,j=1,...,B , (1.57)
dabei bezeichnet ρ ≡ γ5 die pseudoskalare Diracmatrix. Die bosonischen Potentiale haben
nun (trotz der lokalen U(2B, 2B)-Eichsymmetrie) die Form wie bei einer U(B) ⊗ U(B)-
Eichtheorie. Um die Unterschiede zwischen den vektoriellen und axialen Potentialen herauszuarbeiten,
betrachten wir das Verhalten der Potentiale bei Eichtransformationen: Das vektorielle
Potential la¨ßt sich mit einer lokalen Eichtransformation
Ψ(x) −→ eiΛ(x) Ψ(x) mit Λ(p) = 1 und (∂jΛ)(p) = Vj(p)
28
in jedem Raumzeitpunkt p lokal zum Verschwinden bringen. Folglich ko¨nnen wir aus V
(ohne Bildung von Ableitungen) keine eichinvarianten Gro¨ßen konstruieren. In unseren
Rechnungen zeigt sich das darin, daß V im Operator E(0) nicht beitra¨gt. In den berechneten
Formeln fu¨r P ε, Qε treten zwar die sogenannten Eichterme auf, die das Potential enthalten
und das Verhalten unter Eichtransformationen beschreiben, diese Terme fallen aber bei
Einsetzen in (1.52) weg. Das axiale Potential A la¨ßt sich dagegen nicht lokal wegeichen5,
was sich in unseren Rechnungen an zwei Stellen auswirkt: Zuna¨chst fu¨hrt A zu einem
Beitrag in E(0). In den berechneten Formeln fu¨r P ε, Qε treten na¨mlich die sogenannten
Pseudoeichterme auf, die zwar eine a¨hnliche Form wie die Eichterme haben, aber bei
Einsetzen in (1.52) nicht verschwinden. Außerdem hat man in E(2) zusa¨tzlich einen Term
der Form
m2 ρA · · · , (1.60)
den sogenanntenMassenterm, dabei setzt sichm2 aus den Massen der Fermionen zusammen.
Wir untersuchen nun die Gleichungen der Planckna¨herung (1.53), (1.54). Damit die
Pseudoeichterme in E(0) verschwinden, muß das axiale Potential A bestimmte Bedingungen
erfu¨llen. Wenn wir annehmen, daß die axialen Potentiale in der dadurch zugelassenen Weise
tatsa¨chlich auftreten, erhalten wir in E(1) Kreuzterme zwischen den Pseudoeichtermen und
den Eichtermen und damit einschra¨nkende Bedingungen fu¨r die vektoriellen Potentiale.
Wir sehen also, daß die Gleichungen (1.53) und (1.54) die Mo¨glichkeiten in der Wahl der
Eichpotentiale stark einschra¨nken. Diesen Effekt nennen wir Reduktion der dynamischen
Eichfreiheitsgrade. Wir ko¨nnen die Bedingungen an die Potentiale auch durch Einfu¨hrung
effektiver Eichgruppen fu¨r gewisse Linearkombinationen der vektoriellen und axialen Potentiale
schreiben. Es zeigt sich genauer, daß wir zu vektoriellen und rechtsha¨ndigen Potentialen
V,L,
B = V/ +
1
2
(1 + ρ) L/ . (1.61)
u¨bergehen mu¨ssen, falls das Vakuum Fermionsorten einer ausgezeichneten Ha¨ndigkeit
(also z.B. linksha¨ndige Neutrinos) entha¨lt. Das rechtsha¨ndige Potential koppelt nur an
die linksha¨ndige Komponente der Fermionen an (also wie beispielsweise das W -Potential
im Standardmodell). Im Hinblick auf die Physik sollten sich als effektive Eichgruppen fu¨r
die vektoriellen und rechtsha¨ndigen Potentiale die Gruppen U(1)×SU(3) bzw. SU(2) des
Standardmodells ergeben.
Wir kommen zum Operator E(2): Er entha¨lt sowohl die (Dirac-)Stro¨me der Fermionen
als auch zweite Ableitungen des Potentials B. Die Gleichungen der Planckna¨herung liefern
eine lineare Beziehung zwischen diesen Gro¨ßen, also klassische Feldgleichungen. Die Ankopplung
der Fermionen an die Felder ist bereits durch die Form der Potentiale in (1.61) festgelegt.
5 Das sieht man am einfachsten so: Der Diracoperator
i∂/+ ρ (∂/Λ) (1.58)
wirkt auf die links- und rechtsha¨ndige Komponente ΨL/R :=
1
2
(1∓ ρ)Ψ der Wellenfunktion wie (i∂/∓ (∂/Λ).
Um das Potential in (1.58) zum Verschwinden zu bringen, muß man folglich die Transformation
ΨL → e
iΛ ΨL , ΨR → ΨR e
−iΛ (1.59)
durchfu¨hren, also insgesamt
Ψ →
(
1
2
(1− ρ) eiΛ +
1
2
(1 + ρ) e−iΛ
)
Ψ .
Das ist aber keine unita¨re Transformation und damit auch keine Eichtransformation.
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Aus den Proportionalita¨tsfaktoren ko¨nnen die (nackten) Kopplungskonstanten berechnet
werden.
massive Eichbosonen, kurzer Vergleich zum Higgs-Mechanismus
Es zeigt sich, daß die Bosonen des rechtsha¨ndigen Potentials L als Folge des Massenterms
(1.60) automatisch eine Ruhemasse besitzen. Es scheint auf den ersten Blick erstaunlich,
daß wir im Gegensatz zu den u¨blichen Eichtheorien zur Massenerzeugung der Eichbosonen
ohne den Higgs-Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung auskommen. Eine erste
Erkla¨rung besteht darin, daß die rechtsha¨ndigen Potentiale gar keiner Symmetrie des
Systems entsprechen. Rechtsha¨ndige Potentiale fu¨hren na¨mlich (analog wie das axiale
Potential in Fußnote 5 auf Seite 29) zu einer relativen verallgemeinerten Phasenverschiebung
der links- und rechtsha¨ndigen Komponente von P . Dadurch wird die chirale Symmetrie im
fermionischen Projektor zersto¨rt, was sich letztlich in den Pseudoeichtermen undMassentermen
zeigt.
Diese Argumentation ist aber zu stark vereinfacht. Um die Situation genauer zu analysieren,
fassen wir die Diracmatrizen wie im Diracoperator (1.6) als dynamische Matrixfelder auf:
Nach der Umformung
i∂/+
1
2
(1 + ρ) L/ = iγj (∂j − iCj) (1.62)
mit Cj :=
1
2
Lj − 1
12
εjklm L
k σlm
hat der Ausdruck ∂j − iCj die Form der eichkovarianten Ableitung in den Yang-Mills-
Theorien (man beachte, daß die Matrix Cj bzgl. des Spinskalarproduktes hermitesch ist).
Daher ko¨nnen wir Cj durch eine Eichtransformation in jedem Raumzeitpunkt p zum
Verschwinden bringen, z.B. durch
Ψ −→ U Ψ mit U(x) = e−i Cj(p) (xj−pj) .
Der Diracoperator hat dann die Form
U(i∂/+B)U−1 = iGj
∂
∂xj
+ B˜(x) (1.63)
mit B˜(p) = 0
Gj(p) = γj , ∂kG
j =
1
3
εjklm L
l γm .
Durch die lokale Eichtransformation haben wir also das rechtsha¨ndige Potential in p zum
Verschwinden gebracht, dafu¨r ha¨ngen jetzt die Matrixfelder Gj von L ab.
Nun hat die Situation große A¨hnlichkeit mit dem Higgs-Mechanismus. Nach spontaner
Symmetriebrechung mit einem Higgs-Feld kann man na¨mlich die Potentiale der spontan
gebrochenen Eichfreiheitsgrade ebenfalls lokal wegtransformieren, wenn man eine allgemeine
Form des Higgs-Feldes zula¨ßt, also das Higgs-Feld nicht mehr in den “flachen Richtungen”
des Higgs-Potentials fixiert. In diesem Sinne wird die Rolle des Higgs-Feldes bei uns von
den Matrixfeldern Gj u¨bernommen. Wenn man die Analogie genauer untersuchen mo¨chte,
tritt das Problem auf, daß wir nicht auf einfache Weise den Kontinuumslimes der Wirkung
bilden ko¨nnen, und dadurch beispielsweise nicht wissen, was dem “Sektflaschenpotential”
beim Higgs-Mechanismus entspricht. Wir ko¨nnen nur ganz allgemein sagen, daß die Nebenbedingung
P 2 = P bei der Variation verhindert, daß die Matrixfelder Gj im Vakuum verschwinden.
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das Gravitationsfeld
Wir gehen nun zum allgemeineren Diracoperator (1.6) u¨ber und untersuchen Variationen
der Matrixfelder Gj . Von diesen Variationen ko¨nnen einige durch Eichtransformationen in
Sto¨rungen durch lokale Potentiale B = B(x) umgewandelt werden (so wie beispielsweise
beim U¨bergang von (1.63) zu (1.62)), andere fu¨hren bei asymptotischer Entwicklung auf
stark singula¨re Beitra¨ge und du¨rfen deswegen nicht auftreten. Letztlich ko¨nnen wir uns auf
diejenigen Sto¨rungen beschra¨nken, bei denen man in der Blockmatrixdarstellung (1.35) fu¨r
jedes P {α} ein Gravitationsfeld einfu¨hrt.
Wir u¨berlegen zuna¨chst, warum das Graviationsfeld in allen Blo¨cken P {α} gleich sein
muß: Bei der Berechnung von P˜ (x, y) im Gravitationsfeld stellt man fest, daß die fu¨hrenden
Beitra¨ge, die sogenannten Diffeomorphismenterme, eine Koordinatentransformation beschreiben.
Dies ist nach dem A¨quivalenzprinzip auch einsichtig. Als Folge der Diffeomorphismenterme
verschieben sich die Punkte (x, y), an denen Qε(x, y) fu¨r ε → 0 singula¨r wird. Wenn der
OperatorQε Spuren entha¨lt, werden die Beitra¨ge in den verschiedenen Blo¨cken miteinander
verknu¨pft. Als Folge mu¨ssen dann die Singularita¨ten in allen Blo¨cken an den gleichen
Punkten (x, y) auftreten, was wiederum ein einheitliches Gravitationsfeld impliziert. Etwas
genauer sieht man das Prinzip am Beispiel zweier Diracseen P (1), P (2) gleicher Masse und
P = P (1) ⊕ P (2): in dem Ausdruck
P ε(x, y) P ε(y, x)− 1
8
Tr (P ε(x, y) P ε(y, x)) (1.64)
heben sich die fu¨hrenden Divergenzen auf dem Lichtkegel nur dann weg, wenn das Gravitationsfeld
in beiden Blo¨cken u¨bereinstimmt.
Wir werden sehen, daß physikalisch interessante Wirkungen auch aus anderen Gru¨nden
mit Kombinationen a¨hnlich zu (1.64) gebildet werden mu¨ssen. Dadurch wird das Gravitationsfeld
in einer physikalisch sinnvollen Weise auftreten.
Wir kommen zur Ableitung der zugeho¨rigen Feldgleichungen: Bei der Berechnung von
P ε, Qε zeigt sich, daß im Operator E(1) der Einstein-Tensor auftritt. Da die Energie-
Impuls-Tensoren der Fermionen und Eichfelder dagegen in E(3) zu finden sind, ko¨nnen
wir die Planckna¨herung nicht anwenden. Daß der Beitrag des Einstein-Tensors in der
asymptotischen Entwicklung viel gro¨ßer als derjenige des Energie-Impuls-Tensors ist, kann
als Begru¨ndung dafu¨r angesehen werden, daß das Gravitationsfeld so schwach an Materie
ankoppelt. Man erha¨lt schließlich eine Gleichung der Form
Gij = cε
2 Tij ,
wobei die Konstante c im konkreten Modell explizit berechnet werden kann. Das sind die
Einstein-Gleichungen, der Faktor cε2 kann mit der Gravitationskonstanten identifiziert
werden. Auf diese Weise ko¨nnen wir ε direkt durch die Planck-La¨nge ausdru¨cken.
1.3 Das Modell
Die bisherige Beschreibung war so allgemein wie mo¨glich gehalten und sollte unser Konzept
und das grobe Vorgehen skizzieren. Wir haben qualitativ gesehen, daß man im Kontinuumslimes
einige Ergebnisse erha¨lt, die physikalisch sinnvoll erscheinen. In Kapitel 4 und Kapitel
5 (das noch nicht vollsta¨ndig ausgearbeitet und noch nicht getippt ist) werden diese
Resultate pra¨zisiert, und es wird versucht, ein realistisches Modell aufzubauen. Wir wollen
an dieser Stelle das Modell definieren und die wichtigsten Ergebnisse auflisten.
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Zuna¨chst mu¨ssen wir den fermionischen Projektor des Vakuums definieren. Dazu bauen
wir drei Diracseen aus Fermionen der Masse m(i) und drei Diracseen aus linksha¨ndigen
masselosen Fermionen auf, also
P (i)(x, y) :=
∫
d4k
(2π)4
(k/ +m(i)) δ(k2 − (m(i))2) Θ(−k0) e−ik(x−y) i = 1, 2, 3
P (i)(x, y) :=
∫
d4k
(2π)4
1
2
(1− ρ) k/ δ(k2) Θ(−k0) e−ik(x−y) i = 4, 5, 6 .
Wir addieren die Diracseen gema¨ß (1.34) und bilden einen massiven und einen chiralen
Fermionblock
P {1} = P (1) + P (2) + P (3) , P {2} = P (4) + P (5) + P (6) .
Als Kontinuumslimes P (x, y) des fermionischen Projektors des Vakuums setzen wir als
Spezialfall von (1.35) die direkte Summe von 7 massiven Blo¨cken und einem chiralen
Block an,
P (x, y) :=
(
P {1}(x, y)
)7 ⊕ P {2}(x, y) . (1.65)
Die Spindimension ist 32, die Eichgruppe U(16, 16). Mit den massiven Blo¨cken wollen wir
sowohl die Quarks u, s, t bzw. d, c, b als auch die massiven Leptonen e, µ, τ beschreiben; der
chirale Block soll die Neutrinos modellieren. Die Potenz 7 begru¨ndet sich damit, daß wir
einen massiven Leptonblock und, wegen der Colour- und Isospinfreiheitsgrade, 3 × 2 = 6
Quarkblo¨cke beno¨tigen. Man beachte, daß die Massen m(i) der massiven Fermionen in
jedem Block gleich sind.
Als Wirkung in der diskreten Raumzeit wa¨hlen wir
S =
∑
x,y∈M
12∑
r=1
∑
{p}r mit |{p}r |=12
c{p}r
r∏
j=1
tr ((Ex P Ey P )
pj ) , (1.66)
dabei durchla¨uft die Summe
∑
{p}r alle Konfigurationen der ganzzahligen Parameter p1, . . . , pr
mit 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pr und p1 + · · · + pr = 12; c{p}r sind beliebige reelle Parameter. Die
Form dieser Wirkung kann man folgendermaßen einsehen: Man beachte zuna¨chst, daß S
im Operator Ex P Ey P homogen vom Grade 12 ist. Zur Bildung eines solchen Polynoms
kann man die einzelnen Faktoren Ex P Ey P in Gruppen zusammenfassen und in jeder
Gruppe getrennt die Spur bilden. Die Wirkung ist als eine Linearkombination dieser Terme
aufgebaut.
Als Euler-Lagrange-Gleichungen erha¨lt man die Kommutatorgleichung
[P, Q] = 0 mit (1.67)
Q =
∑
x,y∈M
12∑
q=1
β(q)xy (Ex P Ey P )
q−1 Ex P Ey , (1.68)
dabei sind die reellen Funktionen β
(q)
xy homogene Polynome vom Grade 12−q in ExP EyP .
In Kapitel 5 werden die Koeffizienten c{p}r explizit bestimmt. Fu¨r den Kontinuumslimes
erha¨lt man die folgenden Ergebnisse:
1. Die Gleichungen der Planckna¨herung (1.53), (1.54) legen die Struktur der Gleichungen
des Kontinuums fest: Durch Reduktion der dynamischen Freiheitsgrade erha¨lt man
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fu¨r die vektoriellen bzw. rechtsha¨ndigen Potentiale in (1.61) die effektiven Eichgruppen
U(1)× SU(3) bzw. SU(2). Der fermionische Projektor zerfa¨llt auf dem Spinorraum
in vier (8× 8)-Blo¨cke, wodurch die urspru¨ngliche Symmetrie zwischen den massiven
Fermionblo¨cken zersto¨rt wird. Wir schreiben symbolisch
P =
[
u u u
d d d
∣∣∣∣∣ νe
]
, (1.69)
dabei entspricht jede Spalte einem (8×8)-Block in (1.65). Die effektiven Eichpotentiale
koppeln genau wie im Standardmodell an die Fermionen an. Insbesondere ko¨nnen
wir die relativen elektrischen Ladungen der Quarks und Leptonen zu 23 ,−13 bzw −1
berechnen; die Neutrinos koppeln nicht an das elektromagnetische Feld an.
2. Die SU(2)-Eichgruppe ist in der auf Seite 30 beschriebenenWeise spontan gebrochen.
Die zugeho¨rigen Eichbosonen haben eine Ruhemasse, die mit den Fermionmassen
m(i) ausgedru¨ckt werden kann; das in (1.69) diagonale Eichboson wird mit dem
elektromagnetischen gemischt, wobei sich auch seine Masse a¨ndert (das muß ich
noch genau ausrechnen . . . ).
3. Die Kopplungskonstanten ko¨nnen berechnet werden, man erha¨lt . . . (das muß ich
auch noch genau ausrechnen).
4. Das Gravitationsfeld tritt auf sinnvolle Weise auf, so wie das auf Seite 31 beschrieben
ist.
5. Als Unterschied zum Standardmodell erha¨lt man eine sogenannte Eichbedingung
zwischen den Potentialen der W - und Z-Bosonen.
Es ist nicht klar, ob und, wenn ja, wie die Wirkung (1.66) unmittelbar physikalisch
interpretiert werden kann. Die Wirkung folgt in dem Sinne zwangsla¨ufig, daß andere
Wirkungen a¨hnlicher Form im Kontinuumslimes nicht auf sinnvolle Gleichungen fu¨hren.
Die im Moment eher spekulative Frage, ob unser Variationsprinzip als “fundamental”
anzusehen ist oder es sich beispielsweise durch Entwicklung aus einer anderen, einfacheren
Wirkung ergibt, wollen wir hier nicht diskutieren.
In die Euler-Lagrange-Gleichungen geht besonders fu¨r die Reduktion der dynamischen
Eichfreiheitsgrade entscheidend ein, daß die Neutrinos nur in einer Ha¨ndigkeit vorkommen
und masselos sind. Es ist fu¨r das Variationsprinzip auch wichtig, daß die Massen der
massiven Fermionen in jedem Block gleich sind.
Diese Massenbedingung fu¨r die Fermionen scheint auf den ersten Blick unphysikalisch
zu sein, auch stimmen die berechneten Werte fu¨r die Kopplungskonstanten nicht mit den
physikalischen Werten u¨berein. Dazu muß man allgemein beachten, daß wir hier mit den
nackten Massen und Kopplungskonstanten arbeiten, die aufgrund der Selbstwechselwirkung
nicht mit den effektiven Konstanten u¨bereinstimmen. Darauf werden wir im na¨chsten
Abschnitt etwas genauer zuru¨ckkommen.
1.4 . . . und die Feldquantisierung?
Wir wollen uns noch einmal das Ergebnis der bisherigen Konstruktionen klarmachen:
Nach dem Prinzip des fermionischen Projektors muß das physikalische System mit dem
fermionischen Projektor P in der diskreten Raumzeit formuliert werden. Die physikalische
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Wechselwirkung wird durch die Gleichungen der diskreten Raumzeit beschrieben, fu¨r die
wir ein Variationsprinzip ansetzen. Leider haben wir fu¨r die Gleichungen der diskreten
Raumzeit kein anschauliches Versta¨ndnis, was vor allem daran liegt, daß wir darin nicht mit
den gewohnten physikalischen Begriffen und mathematischen Objekten arbeiten ko¨nnen.
Aus diesem Grund haben wir als speziellen Grenzfall den Kontinuumslimes untersucht: Wir
erhalten die lokale und kausale Struktur einer Lorentzmannigfaltigkeit. Analog zu (1.42)
ko¨nnen wir die fermionischen Wellenfunktionen vom Diracsee abspalten, welcher bei der
Kontinuumsbeschreibung nicht mehr auftritt. Mit der asymptotischen Entwicklung und
der Planckna¨herung ko¨nnen wir die durch die Euler-Lagrange-Gleichungen beschriebene
Wechselwirkung in einer fu¨r uns vertrauten Form als Wechselwirkung zwischen Fermionen
und Eichfeldern umschreiben. Wir haben außerdem gesehen, daß unsere Behandlung der
Fermionen zum Fockraum-Formalismus physikalisch a¨quivalent ist. Die Fermionen werden
also in zweiter Quantisierung beschrieben, die Eichfelder dagegen als klassische Felder.
Eine Mo¨glichkeit fu¨r unser weiteres Vorgehen wu¨rde darin bestehen, die im Kontinuumslimes
erhaltenen klassischen Felder auf die gewohnte Weise zu quantisieren (z.B. mit Pfadintegralen).
Das halten wir aber nicht fu¨r besonders sinnvoll, weil dann die Feldquantisierung als
nachtra¨glich eingefu¨hrter Effekt nur unbefriedigend begru¨ndet wa¨re. Wir wollen anstatt
dessen u¨berlegen, ob sich mit dem Prinzip des fermionischen Projektors auch die Feldquantisierung
verstehen la¨ßt.
Als Vorbereitung wollen wir zuna¨chst herausarbeiten, wozu quantisierte Bosefelder
eigentlich beno¨tigt werden, also was die “Quantisierung” dieser Felder genau physikalisch
ausmacht. Dazu werden wir untersuchen, inwieweit man bereits mit den klassischen Eichfeldern
einen Bezug zur Quantenfeldtheorie herstellen kann. Wir beschra¨nken uns zur Einfachheit
auf eine Teilchensorte und die elektromagnetische Wechselwirkung, die U¨berlegungen lassen
sich aber unmittelbar auf den allgemeinen Fall (auch mit Gravitation) u¨bertragen. Bei
der Beschreibung eines wechselwirkenden Fermions erha¨lt man im Kontinuumslimes das
gekoppelte System von Differentialgleichungen
(i∂/ + eA/−m) Ψ = 0 , F ij,j = eΨγiΨ . (1.70)
Diese Gleichungen verlieren ihre Gu¨ltigkeit, wenn man zu Energien in der Gro¨ßenordnung
der Planck-Energie u¨bergeht, weil dann die Planckna¨herung nicht mehr gu¨ltig ist. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen sollten unser System dann zwar immer noch beschreiben, wir
ko¨nnen u¨ber die Form der Wechselwirkung (zur Zeit) aber keine Aussagen machen. Zur
Einfachheit nehmen wir im folgenden an, daß die Fermionen bei so hohen Energien nicht
mehr wechselwirken. Auf diese Weise erhalten wir in den klassischen Maxwellgleichungen
einen natu¨rlichen Cutoff fu¨r sehr hohe Impulse.
Bei der perturbativen Beschreibung der Wechselwirkung (1.70) erha¨lt man Feynman-
Graphen. Dazu gehen wir genau vor wie in [BD1]: Man entwickelt Ψ, A nach Potenzen
von e
Ψ =
∞∑
j=0
ej Ψ(j) , A =
∞∑
j=0
ej A(j)
und setzt in die Differentialgleichungen (1.70) ein. In diesen Gleichungen mu¨ssen die Terme
jeder Ordnung in e verschwinden, man lo¨st jeweils nach dem ho¨chsten auftretenden Index
(j) auf. In Lorentzeichung erha¨lt man so die formalen Relationen
Ψ(j) = −
∑
k+l=j−1
(i∂/−m)−1
(
A/(k) Ψ(l)
)
, A
(j)
i = −
∑
k+l=j−1
✷
−1
(
Ψ
(k)
γiΨ
(l)
)
, (1.71)
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die man duch iteratives Einsetzen in eine explizite Form bringen kann. Unter Beru¨cksichtigung
der Paarerzeugung erhalten wir weitere Graphen, die geschlossene Fermionlinien enthalten,
wegen des Pauli-Prinzips mit den richtigen relativen Vorzeichen. Auf diese Weise erha¨lt
man alle Feynman-Graphen.
Wir kommen zur Renormierung. Da wir alle Feynman-Graphen der Quantenfeldtheorie
erhalten, besteht der einzige Unterschied bei unserer Betrachtungsweise in dem natu¨rlichen
Cutoff fu¨r sehr große Impulse. Damit verschwinden alle UV-Divergenzen, die Abweichungen
zwischen den nackten und effektiven Massen und Kopplungskonstanten wird endlich. Man
kann (zumindest im Prinzip) die effektiven Konstanten durch die nackten Konstanten
ausdru¨cken, indem man alle Beitra¨ge der Selbstwechselwirkung aufsummiert. Wir ko¨nnen
die Situation auch mit der Renormierungsgruppe beschreiben: An Renormierungsgruppenrechnungen
sieht man, daß die effektiven Massen und Kopplungskonstanten von der Energie abha¨ngen.
Die effektiven Konstanten etwa bei der Planck-Energie sind als unsere nackten Konstanten
anzusehen6.
Die Renormierbarkeit der effektiven Kontinuumstheorie ist fu¨r uns wichtig, damit die
Selbstwechselwirkung nur durch eine A¨nderung der Massen und Kopplungskonstanten
ausgedru¨ckt werden kann. Sie ist fu¨r eine sinnvolle Theorie aber nicht unbedingt notwendig;
beispielsweise ist die Renormierbarkeit von Graphen irrelevant, die (mit unserem Cutoff) so
klein sind, daß wir sie ganz vernachla¨ssigen ko¨nnen. Außerdem mu¨ssen wir uns daru¨ber im
Klaren sein, daß die Einfu¨hrung des Cutoffs eine Na¨herung ist, von der wir nicht wissen, ob
sie tatsa¨chlich sinnvoll ist. Um die Selbstwechselwirkung bei hohen Impulsen zu verstehen,
mu¨ßte man die Euler-Lagrange-Gleichungen ohne die Planckna¨herung studieren.
Wir gehen hier genauer auf die Feynman-Regeln und die Renormierung ein, um darauf
hinzuweisen, daß man die gesamte perturbative Quantenfeldtheorie bereits mit klassischen
Bosefeldern erha¨lt, wenn man die gekoppelte Wechselwirkung zwischen dem klassischen
Feld und den Fermionen untersucht. Mit zweiter Quantisierung der Eichfelder kann man
die Feynman-Graphen zwar mit dem Wick-Theorem auf u¨bersichtlichere Weise ableiten; es
ist aber an dieser Stelle weder aus mathematischer noch aus physikalischer Sicht notwendig,
von klassischen zu quantisierten Bosefeldern u¨berzugehen. Insbesondere sollte man sich
klarmachen, daß alle Pra¨zisionstests der QFT (z.B. Lamb-Shift, anomaler g-Faktor) in
Wirklichkeit gar kein Test fu¨r die Feldquantisierung sind. Man braucht sich eine Photonlinie
im Feynman-Graphen nicht als “Austausch eines virtuellen Photons” vorzustellen; der
Photonpropagator kann auch einfach als der Operator −✷−1 in (1.71) angesehen werden,
der bei der Sto¨rungsentwicklung der gekoppelten Differentialgleichungen (1.70) auftritt.
Auch die Gleichung E = h¯ω, die in anschaulicher Vorstellung die Energie “eines” Photons
angibt, macht u¨ber die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes keine Aussage. Das
sieht man folgendermaßen: In der Physik tritt der Begriff der Energie an zwei verschiedenen
Stellen auf. In der klassischen Feldtheorie erha¨lt man die Energie als Erhaltungsgro¨ße aus
der Translationsinvarianz der Lagrangedichte. In der Quantentheorie ist die Summe der
Frequenzen der Wellenfunktionen und Potentiale bei Wechselwirkungen erhalten, weil in
der Sto¨rungsrechnung ebene Wellen unterschiedlicher Wellenzahl aufeinander orthogonal
stehen. Diese “klassische” und “quantenmechanische” Energie sind u¨ber die Gleichung
6Da wir die nackten Kopplungskonstanten bestimmen und verschiedene Relationen zwischen den
nackten Massen ableiten ko¨nnen, sollten sich durch Berechnung der zugeho¨rigen effektiven Gro¨ßen unsere
Vorhersagen gut testen lassen. Da diese Rechnung sehr aufwendig sind, konnten wir uns damit noch
nicht na¨her befassen. Unsere Situation ist a¨hnlich wie bei den GUTs, wo alle Kopplungskonstanten in
der Lagrangedichte u¨bereinstimmen und erst durch die Selbstwechselwirkung ihre physikalischen Werte
annehmen. Durch Vergleich mit diesen Rechnungen ko¨nnen wir qualitativ sagen, daß die Abweichung
zwischen nackten und effektiven Konstanten groß sein sollte.
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E = h¯ω miteinander verknu¨pft. Die Planck-Konstante kann dabei ohne Bezug auf das
elektromagnetische Feld bestimmt werden (beispielsweise u¨ber die Compton-Wellenla¨nge
des Elektrons). Da die klassische und quantenmechanische Energie bei Wechselwirkungen
getrennt erhalten bleiben, muß die Gleichung E = h¯ω ganz allgemein gelten. (Die klassische
Energie, die von einer Photonlinie der Frequenz ω u¨bertragen wird, ist also wirklich h¯ω.)
Nach diesen U¨berlegungen gibt es nur wenige Effekte, welche die Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes u¨berpru¨fen. Genau gesagt sind das die folgenden Beobachtungen:
1. die Planck-Strahlung
2. der Casimir-Effekt
3. der Welle-Teilchen-Dualismus beim elektromagnetischen Feld, also beispielsweise das
Doppelspalt-Experiment
Fu¨r die Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes verwendet man, daß die Energie
einer elektromagnetischen Wellenmode nicht kontinuierliche, sondern nur in Stufen von h¯ω
“quantisierte” Werte annehmen kann. Beim Casimir-Effekt mißt man die Nullpunktsenergie
der elektromagnetischen Wellenmoden.
Um die Feldquantisierung zu verstehen, muß eine befriedigende Erkla¨rung fu¨r die
Beobachtungen 1.-3. gefunden werden. Der Formalismus der Quantenfeldtheorie folgt aus
diesen Beobachtungen noch nicht. Bei der kanonischen Quantisierung nimmt man beispielsweise
an, daß jede Wellenmode als quantenmechanischer harmonischer Oszillator beschrieben
werden kann. Das ist zwar plausibel, aber keine zwingende Konsequenz aus der Diskretheit
der Energiezusta¨nde.
Der Autor ist der Meinung, daß diese Beobachtungen alle mit den Euler-Lagrange-
Gleichungen erkla¨rt werden ko¨nnen, wenn man Effekte beru¨cksichtigt, die u¨ber die Planck-
na¨herung hinausgehen. Leider ist diese Vorstellung noch nicht mathematisch ausgearbeitet.
Trotzdem soll die Idee ausfu¨hrlich beschrieben werden, weil dieser Punkt die urspru¨ngliche
Motivation fu¨r die vorliegende Arbeit war. Wir verlassen also an dieser Stelle den durch
Rechnungen gut abgesicherten Bereich und wollen in einem ersten Versuch vorschlagen,
wie man die Feldquantisierung und den Welle-Teilchen-Dualismus mit dem Prinzip des
fermionischen Projektors mo¨glicherweise verstehen kann:
Wir werden die Unterschiede zwischen der physikalischen Beschreibung in der diskreten
Raumzeit und der Kontinuumsna¨herung an verschiedenen Beispielen herausarbeiten. Es
wird dabei genu¨gen, in der diskreten Raumzeit mit den klassischen Begriffen zu arbeiten:
eine elektromagnetische Welle in der diskreten Raumzeit ist beispielsweise eine Variation
des fermionischen Projektors, die sich im Kontinuumslimes mit einer Sto¨rung des Diracoperators
durch eine elektromagnetische Welle ausdru¨cken la¨ßt.
Wir beginnen mit einem einfachen Modell in der diskreten Raumzeit, na¨mlich einem
vollsta¨ndig gefu¨llten Diracsee und einem elektromagnetischen Feld in Form einer angeregten
Wellenmode. Wir wollen untersuchen, wie sich eine A¨nderung der Amplitude der elektromagnetischen
Welle auswirkt. Im Kontinuumslimes ko¨nnen wir die Amplitude beliebig wa¨hlen, denn
die Maxwell-Gleichungen sind in jedem Fall erfu¨llt. Betrachtet man die Gleichungen der
diskreten Raumzeit jedoch exakt, so ist die Situation schwieriger: Die A¨nderung der
Amplitude wird auch jetzt durch eine Variation von P beschrieben. Bei der Sto¨rungsrechnung
mu¨ssen wir aber in der diskreten Raumzeit verschiedene Beitra¨ge mit beru¨cksichtigen,
die wir im Kontinuumslimes weglassen konnten. Diese zusa¨tzlichen Beitra¨ge fallen in
den Euler-Lagrange-Gleichungen nicht weg. Wenn die Gleichungen fu¨r einen Projektor
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P erfu¨llt sind, ko¨nnen wir also nicht erwarten, daß sie auch dann noch gelten, wenn die
Amplitude der elektromagnetischen Welle vera¨ndert wird. Allgemeiner ausgedru¨ckt scheint
es in der diskreten Raumzeit keine stetige Schar P (τ) von Lo¨sungen der Euler-Lagrange-
Gleichungen zu geben. Damit kann insbesondere die Amplitude der elektromagnetischen
Welle nur diskrete Werte annehmen.
Etwas anschaulicher kann man sich den Unterschied zwischen dem Kontinuumslimes
und der Beschreibung in der diskreten Raumzeit mit dem Rang des Projektors P klarmachen:
In der diskreten Raumzeit ist Rg(P ) eine natu¨rliche Zahl. Wenn wir zu verschiedenen
Werten von Rg(P ) einen Projektor unserer Form als Lo¨sung der Euler-Lagrange-Gleichungen
konstruieren, wird die Amplitude der zugeho¨rigen elektromagnetischen Welle i.a. verschiedenen
sein. Wir wollen zur Einfachheit annehmen, daß es zu jedem m = Rg(P ) (in einem
gewissen, sinnvollen Bereich vonm ∈ IN) genau einen solchen Projektor Pm mit Amplitude
Am gibt (die Sto¨rungsrechnung scheint anzudeuten, daß das tatsa¨chlich der Fall ist, siehe
Seite 80). Da wir Rg(P ) fu¨r unser System nicht kennen, ko¨nnen wir m beliebig wa¨hlen.
Dadurch kann die Amplitude alle Werte in der diskreten Menge {Am} annehmen. In der
Kontinuumsna¨herung ist P dagegen ein Operator von unendlichem Rang. Deswegen ist
einsichtig, daß wir nun keine Einschra¨nkung fu¨r die Amplitude der elektromagnetischen
Welle erhalten; die Amplitude kann kontinuierlich variiert werden.
Wir sehen also, daß in der diskreten Raumzeit auf natu¨rliche Weise eine “Quantisierung”
der Amplitude einer elektromagnetischen Wellenmode auftreten sollte. Bevor wir einen
Zusammenhang zur Planck-Strahlung und dem Casimir-Effekt herstellen ko¨nnen, mu¨ssen
wir die U¨berlegung noch verfeinern: Es scheint unrealistisch zu sein, eine elektromagnetische
Welle zu betrachten, die u¨ber die ganze Raumzeit ausgedehnt ist. Darum untersuchen
wir nun eine Welle, die in einem vierdimensionalen Kasten lokalisiert ist (z.B. mit festen
Randbedingungen). Der Kasten habe Kangenla¨nge L in raumartiger und T in zeitartiger
Richtung. Die Amplitude der Welle sollte in diesem Fall auch nur diskrete Werte {Aj}
annehmen ko¨nnen. Die Quantisierungsstufen ha¨ngen aber jetzt von der Gro¨ße des Kastens,
insbesondere von T ab. Qualitativ kann man sich u¨berlegen, daß bei kleinerem T die
Amplitude der elektromagnetischen Welle gro¨ßer sein muß, damit der Projektor P in
vergleichbarer Weise gesto¨rt wird. Das bedeutet, daß die Quantisierungsstufen immer
feiner werden, je gro¨ßer wir T wa¨hlen. U¨ber die klassische Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes ko¨nnen wir die Amplituden {Aj} in Quantisierungsstufen fu¨r die Feldenergie der
Welle umrechnen. Physikalisch ausgedru¨ckt wird in unserem System zu einem Zeitpunkt
t eine elektromagnetische Welle erzeugt und zu einem spa¨teren Zeitpunkt t + T wieder
vernichtet. Da nach unserer obigen U¨berlegung bei allgemeinen Wechselwirkungen und
damit insbesondere bei der Erzeugung der elektromagnetischen Welle zur Zeit t die Gleichung
E = h¯ω gilt, muß die Feldenergie in Stufen von h¯ω “quantisiert” sein7. Auf der anderen
Seite hatten wir gerade gesehen, daß die Quantisierungsstufen von T abha¨ngen. Damit
unser Vorgehen nicht auf Widerspru¨che fu¨hrt, mu¨ssen wir T so wa¨hlen, daß die Quantisierungsstufen
fu¨r die Feldenergie gerade h¯ω betragen.
Damit erhalten wir eine auf den ersten Blick eigenartige Bedingung: Wenn wir zu einem
Zeitpunkt eine elektromagnetische Welle erzeugen, so muß diese zu einem bestimmten
spa¨teren Zeitpunkt wieder vernichtet werden. Eine solche zusa¨tzliche Bedingung, die keine
Entsprechung im Kontinuumslimes hat, nennen wir nichtlokale Quantenbedingung. Wir
7Wir lassen zur Einfachheit alle Arten von Energiefluktuationen weg. Die Annahme, daß sich die
Feldenergie bei einer Wechselwirkung zur Zeit t um ein Vielfaches von h¯ω a¨ndert, ist nur eine Na¨herung,
weil bei der Beschreibung der Wechselwirkung durch Feynman-Graphen Energieerhaltung erst nach beliebig
langer Zeit gilt.
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haben sie unter der Annahme unserer “Quantisierung” der Amplitude aus den Gleichungen
der Planckna¨herung (klassische Feldgleichungen, Beschreibung der Wechselwirkung durch
Feynman-Graphen) abgeleitet. Da die Euler-Lagrange-Gleichungen im Kontinuumslimes
in die klassischen Gleichungen u¨bergehen, sollte eine Lo¨sung der Euler-Lagrange-Gleichungen
die nichtlokalen Quantenbedingungen automatisch erfu¨llen.
Natu¨rlich ist die gerade abgeleitete Bedingung physikalisch nicht sinnvoll. Unser System
ist mit nur einer Wellenmode aber auch noch sehr stark idealisiert. Bevor wir weitere
Schlu¨sse ziehen, wollen wir daher die Situation in realistischeren Modellen betrachten:
Bei einem System mit mehreren Wellenmoden ko¨nnen wir im Gegensatz zur kanonischen
Quantisierung die verschiedenen Moden nicht als voneinander unabha¨ngig ansehen; die
Variation der Amplitude einer Welle vera¨ndert die Quantisierungsstufen aller anderen
Wellenmoden. Diese gegenseitige Beeinflussung der elektromagnetischen Wellen ist nichtlokal.
Eine elektromagnetische Welle vera¨ndert also auch die Energieniveaus von Wellen, die
sich in großer ra¨umlicher Entfernung befinden8. Noch komplizierter wird die Lage, wenn
man zusa¨tzlich Fermionen in das System einbringt, weil die elektromagnetischen Stro¨me
ebenfalls die Lage der Energieniveaus beeinflussen.
Die Komplexita¨t dieser Situation hat zwei Konsequenzen: Zuna¨chst einmal ko¨nnen wir
u¨ber die genaue Lage der Energieniveaus praktisch keine Aussage mehr machen, wir wissen
nur noch, daß die Quantisierungsstufen h¯ω betragen. Als Folge ko¨nnen wir die Energie
des niedrigsten Niveaus nur noch statistisch beschreiben. Wir nehmen zur Einfachheit
an, daß sie in dem Intervall [0, h¯ω) gleichma¨ßig verteilt ist. Dann erha¨lt man fu¨r die
mo¨glichen Energiezusta¨nde jeder Wellenmode im Mittel die Werte (12 +n) h¯ω. Als weitere
Konsequenz sind die nichtlokalen Quantenbedingungen jetzt so kompliziert, daß wir sie
nicht mehr na¨her spezifizieren ko¨nnen. Es scheint aber durchaus mo¨glich, daß sie nun
auch in einer physikalisch realistischen Situation erfu¨llt werden ko¨nnen. Wir haben die
Vorstellung, daß durch die nichtlokalen Quantenbedingungen all das festgelegt wird, was
bei der statistischen Interpretation der Quantenmechanik als “nicht determiniert” oder
“zufa¨llig” gilt. Darauf werden wir bei der Diskussion des Welle-Teilchen-Dualismus gleich
genauer zuru¨ckkommen.
Nach diesen U¨berlegungen ko¨nnen wir die Beobachtungen 1. und 2. erkla¨ren: Da
die Energie jeder Wellenmode in Stufen von h¯ω “quantisiert” ist, folgt das Plancksche
Strahlungsgesetz; aus der mittleren Energie 12 h¯ω des “Grundzustandes” erha¨lt man den
Casimir-Effekt. Wir sehen also, daß wir unter unserer Annahme der “Quantisierung” der
Amplitude der elektromagnetischen Welle zu den gleichen Ergebnissen wie mit kanonischer
Quantisierung kommen. Der Grund liegt darin, daß wir mit den Feynman-Graphen und
der Gleichung E = h¯ω schon alle Formeln fu¨r die quantitative Beschreibung zur Verfu¨gung
haben und deswegen mit einer sehr allgemeinen Diskretheit der Energiezusta¨nde auskommen.
Damit kommen wir zumWelle-Teilchen-Dualismus. Weil es sich dabei um einen grundlegenden
Effekt in der Quantenmechanik handelt, der bei Bosonen und Fermionen in gleicher
Weise auftritt, soll dieser Punkt etwas genauer disktutiert werden. Zuna¨chst wollen wir
unsere Vorstellung der Quantisierung von Bose- und Fermifeldern vergleichen. Es fa¨llt
auf, daß wir Bosonen und Fermionen ganz verschieden beschreiben: die Wellenfunktionen
8Das sieht man in der Sto¨rungsrechnung daran, daß sich eine Sto¨rung durch ein elektromagnetisches
Potential in P (x, y) auch fu¨r große (raumartige) Absta¨nde auswirkt. Die Nichtlokalita¨t kann man, genau
wie im Austauschpotential beim Hartree-Fock-Ansatz, mit dem Pauli-Prinzip verstehen: Wa¨hlt man eine
Orthonormalbasis Ψj von P (H) und vera¨ndert die Wellenfunktionen Ψ(x) lokal ab, so sind die Vektoren
Ψj i.a. nicht mehr orthogonal. Um den gesto¨rten Projektor zu bilden, mu¨ssen die Ψj erneut orthonormiert
werden, wodurch sich der neue Projektor auch global von dem urspru¨nglichen Projektor unterscheidet.
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der Fermionen spannen das Bild des Projektors P auf; die Bosonen entsprechen dagegen
diskreten Anregungsniveaus der klassischen Bosefelder, so wie das gerade beschrieben
wurde. Der Fockraum oder ein a¨quivalenter Formalismus tritt bei dieser Beschreibung nicht
auf. Es mag unbefriedigend erscheinen, daß dadurch die Analogie der Quantenfeldtheorie in
der Beschreibung von Bosonen und Fermionen, na¨mlich die bloße Ersetzung von Kommutatoren
durch Antikommutatoren, verloren geht. Wir weisen darauf hin, daß sich die elementaren
Fermionen und Bosonen außer in ihrer Statistik noch in einem weitereren wesentlichen
Punkt voneinander unterscheiden. Fu¨r die Fermionen (Leptonen, Quarks) hat man na¨mlich
einen Erhaltungssatz (Leptonenzahl, Baryonenzahl), fu¨r die Eichbosonen dagegen nicht.
Dieser Unterschied wird bei unserer Beschreibung beru¨cksichtigt: Jedes Fermion entspricht
einem Vektor in P (H). Wir ko¨nnen Fermionen ineinander umwandeln und u¨berWechselwirkung
mit dem Diracsee in Paaren erzeugen oder vernichten. Wir ko¨nnen aber die Gro¨ße Rg(P )
bei Wechselwirkungen nicht vera¨ndern, also beispielsweise nicht ein einzelnes Fermion
vernichten. Da die Eichbosonen lediglich diskreten Werten der Bosefelder entsprechen,
ko¨nnen sie durch Wechselwirkungen beliebig erzeugt und vernichtet werden, sofern der
Energie- und Impulssatz dabei erfu¨llt sind.
Um den Zusammenhang zum Fockraum zu verdeutlichen, wollen wir kurz untersuchen,
wie wir zusammengesetzte Teilchen (z.B. Mesonen, Baryonen) beschreiben. Sie sind alle
aus den elementaren Fermionen aufgebaut. Damit entspricht ein aus p Komponenten
zusammengesetztes Teilchen einem Vektor aus (P (H))p. Diese Darstellung ist fu¨r praktische
Anwendungen aber ungeeignet. Es ist gu¨nstiger, fu¨r die elementaren Fermionen den Fockraum-
Formalismus zu verwenden. Dann erha¨lt man als Erzeugungs-/Vernichtungsoperator fu¨r
das zusammengesetzte Teilchen ein Produkt von p fermionischen Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren.
Falls p gerade (ungerade) ist, ko¨nnen wir mit diesem Erzeugungsoperator aus dem Vakuum
einen bosonischen (fermionischen) Fockraum aufbauen. Auf diese Weise erha¨lt man bei
zusammengesetzten Teilchen den gewohnten Formalismus. Man beachte jedoch, daß dieser
Formalismus bei uns keine grundlegende Bedeutung besitzt.
Wegen unserer unterschiedlichen Behandlung der elementaren Fermionen und Bosonen
mu¨ssen wir fu¨r den Welle-Teilchen-Dualismus eine Erkla¨rung finden, die von der speziellen
Beschreibungsweise dieser Teilchen unabha¨ngig ist. Nach dem Prinzip des fermionischen
Projektors mu¨ssen alle physikalischen Objekte aus P ableitbar sein. Fu¨r ein Fermion ist das
ein Vektor Ψ ∈ H, fu¨r die Bosonen die Eichfelder. Damit ist das physikalische Objekt bei
uns nicht das punktfo¨rmige Teilchen, sondern die Welle selbst. Das scheint auf den ersten
Blick nicht sinnvoll zu sein, weil wir den Teilchencharakter gar nicht beru¨cksichtigt haben.
Nach unserer Vorstellung kommt der Teilchencharakter lediglich durch eine “Diskretheit”
der durch die Euler-Lagrange-Gleichungen beschriebenen Wechselwirkung zustande.
Um zu pra¨zisieren, was mit “Diskretheit” der Wechselwirkung gemeint ist, wollen wir
das Doppelspaltexperiment diskutieren. Wir arbeiten mit einem Elektron, die U¨berlegung
la¨ßt sich aber fu¨r ein Photon direkt u¨bertragen, wenn man dieWellenfunktion des Elektrons
durch das elektrische Feld ersetzt. Wir lenken also ein Elektron u¨ber einen Doppelspalt
auf einen fotographischen Schirm. Beim Auftreffen auf dem Schirm tritt das Elektron
mit den Silberatomen des Films in Wechselwirkung, wodurch der Film belichtet wird. Im
Kontinuumslimes erhalten wir die gleiche Situation wie in der Wellenmechanik: die von
beiden Spalten ausgehenden Zylinderwellen u¨berlagern sich und erzeugen auf dem Schirm
ein Interferenzmuster.
A¨hnlich wie bei unserer Diskussion der elektromagnetischen Wellenmode sollte die
Kontinuumsna¨herung die physikalische Situation auch hier nur grob beschreiben, bei
exakter Betrachtung der Euler-Lagrange-Gleichungen in der diskreten Raumzeit wird
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die Situation wesentlich komplizierter. Wir wollen annehmen, daß die durch die Euler-
Lagrange-Gleichungen beschriebene Wechselwirkung in dem Sinne “diskret” ist, daß das
Elektron bevorzugt nur mit einem Silberatom des Schirms wechselwirkt. Diese Annahme
la¨ßt sich schon im Kontinuumslimes plausibel machen: Bei der Wechselwirkung des Elektrons
mit dem Silberatom muß ein Elektron des Atoms angeregt werden. Weil dazu eine gewisse
Mindestenergie beno¨tigt wird, kann das auftreffende Elektron mit seiner kinetischen Energie
nur eine bestimmte (kleine) Anzahl von Atomen anregen. Damit kann die Wechselwirkung
zwischen Elektron und Schirm nur an einzelnen Silberatomen stattfinden; es ist nicht
mo¨glich, die kinetische Energie durch elektrische Anregung kontinuierlich auf den Schirm
zu u¨bertragen.
Unter dieser Annahme erhalten wir auf dem Schirm einen belichteten Punkt, so daß
der Eindruck eines punktfo¨rmigen Teilchens entsteht. An welcher Stelle des Schirms das
Elektron wechselwirkt, wird durch die genaue Form des Projektors P in der diskreten
Raumzeit oder, mit der oben eingefu¨hrten Sprechweise, durch nichtlokale Quantenbedingungen
festgelegt. Dabei wirkt sich die Nichtlokalita¨t und Nichtkausalita¨t der Euler-Lagrange-
Gleichungen aus. Weil die nichtlokalen Quantenbedingungen so kompliziert sind, ko¨nnen
wir nicht vorhersagen, an welcher Stelle des Schirms das Elektron wechselwirkt. Selbst
wenn wir das Experiment unter scheinbar gleichen a¨ußeren Bedingungen wiederholen, wird
die globale physikalische Situation unterschiedlich sein. Damit ko¨nnen die nichtlokalen
Quantenbedingungen ganz verschieden sein, so daß auch das Experiment ein anderes
Ergebnis liefert. Aus diesem Grund ko¨nnen wir u¨ber den Ausgang des Experiments nur
statistische Aussagen machen. Aus dem bekannten Kontinuumslimes der Euler-Lagrange-
Gleichungen folgt, daß die Wahrscheinlichkeitsdichte durch |Ψ|2 gegeben ist.
Wir vergleichen die erhaltene Situation mit der statistischen Deutung der Quantenmechanik.
Wir kommen letztlich zum gleichen Ergebnis: auf dem Schirm trifft ein punktfo¨rmiges
Teilchen auf, fu¨r den genauen Ort ko¨nnen wir nur die Wahrscheinlichkeit angeben. Wir
begru¨nden diese Beobachtungen aber ganz anders: das punktfo¨rmige Teilchen mit der
gerade beschriebenen “Diskretheit” der Wechselwirkung, den fehlenden Determinismus mit
der Nichtlokalita¨t der Euler-Lagrange-Gleichungen. Als Konsequenz spielen der Meßprozeß
und der Beobachter bei uns keine zentrale Rolle. Die Wellenfunktion gibt nicht nur den
aktuellen Wissensstand eines Beobachters an, sondern ist als das eigentliche physikalische
Objekt anzusehen. Bei einer Messung muß man nicht zu einer anderen Wellenfunktion
u¨bergehen, weil der Beobachter neue Informationen u¨ber das System erha¨lt, sondern weil
das System durch die beim Meßprozeß stattfindende Wechselwirkung vera¨ndert wird.
Damit wollen wir die U¨berlegungen zur Feldquantisierung und der Interpretation der
Quantenmechanik abschließen. Natu¨rlich ist unsere Beschreibung der Feldquantisierung
und des Welle-Teilchen-Dualismus im Moment nicht mehr als ein Deutungsversuch, der
dem Leser einleuchten oder bei ihm auf Ablehnung stoßen kann. Wir weisen aber darauf
hin, daß wir mit den Euler-Lagrange-Gleichungen die mathematischen Mittel zur Verfu¨gung
haben, um unsere Annahmen (diskrete Energieniveaus bei Wellenmoden, “diskrete” Wechselwirkung)
zu verifizieren und unsere Vorstellung gegebenenfalls zu pra¨zisieren. Wir haben uns damit
bisher noch nicht bescha¨ftigt und uns ganz auf den Kontinuumslimes konzentriert, weil
wir vor Rechnungen zur Feldquantisierung einen sauberen Kontakt zur klassischen Theorie
herstellen wollten. Außerdem konnten wir aus dem Kontinuumslimes konkretere Ergebnisse
und damit bessere Hinweise darauf erwarten, ob das Prinzip des fermionischen Projektors
physikalisch sinnvoll ist.
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Kapitel 2
Der fermionische Projektor im
Kontinuum
Gema¨ß den U¨berlegungen in der Einleitung wollen wir ein physikalisches System in der
diskreten Raumzeit durch den Projektor P auf die besetzten Fermionzusta¨nde beschreiben.
Alle physikalischen Gleichungen sollen unmittelbar mit P und den Spektralprojektoren
Ex der diskreten Raumzeit-Punkte x ∈M formuliert werden. Bevor wir dieses Programm
durchfu¨hren ko¨nnen, mu¨ssen wir den fermionischen Projektor als mathematisches Objekt
einfu¨hren und mo¨glichst allgemein und explizit untersuchen.
Es ist technisch einfacher, im Kontinuum M = IR4 zu arbeiten: Wie in der Einleitung
beschrieben, besitzt der Operator
P (x, y) ≡ Ex P Ey
als Distribution einen sinnvollen Kontinuumslimes. In diesem Kapitel werden wir diese
Distribution P (x, y) studieren. Im na¨chsten Kapitel 3 werden wir dann die Vorstellung
einer diskreten Raumzeit durch Regularisierung von P (x, y) auf der La¨ngenskala der
Planck-La¨nge umsetzen. Die genaue Regularisierungsvorschrift darf in unsere Ergebnisse
letztlich nicht eingehen.
2.1 Der freie fermionische Projektor
In diesem Abschnitt wollen wir den fermionischen Projektor P (x, y) des Vakuums konstruieren,
den wir auch den freien fermionischen Projektor nennen. Die verschiedenen Fermionsorten
sollen jeweils durch Diracseen der Form∫
d4k
(2π)4
(k/ +m) δ(k2 −m2) Θ(−k0) e−ik(x−y) (2.1)
beschrieben werden; der freie fermionische Projektor muß auf geeignete Weise aus solchen
Diracseen zusammengesetzt werden.
2.1.1 Spektralzerlegung des freien Diracoperators
Da (2.1) aus Eigenzusta¨nden des freien Diracoperators i∂/ besteht, werden wir zuna¨chst
dessen Spektralzerlegung etwas allgemeiner untersuchen. Aus mathematischer Sicht wa¨re
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ein Spektralsatz der Form
i∂/ =
∫
σ
m dpm (2.2)
mit Spektralmaß dp wu¨nschenswert, dabei bezeichnet σ = IR ∪ iIR das Spektrum des
Diracoperators. Gleichung (2.2) kann leicht hergeleitet werden, indem man das Spektralmaß
explizit aus den Ebenen-Wellen-Lo¨sungen der freien Diracgleichung konstruiert. Bei einer
U¨bertragung des Spektralsatzes auf den Fall mit Wechselwirkung (also beispielsweise fu¨r
den Diracoperator i∂/+eA/ im a¨ußeren elektromagnetischen Feld) treten aber Probleme auf.
Das liegt daran, daß das Skalarprodukt von H indefinit ist. Die grundlegende Schwierigkeit
sieht man schon bei endlicher Dimension: ein hermitescher Operator von endlichem Rang
ist i.a. nicht diagonalisierbar, wenn Null-Eigenvektoren (also Eigenvektoren umit<u, u> =
0) auftreten.
Wegen dieser mathematischen Probleme behandeln wir auch den freien Diracoperator
vereinfacht: wir beschreiben die “Eigenra¨ume” von i∂/ durch Distributionen pm, km und
leiten fu¨r diese Distributionen formale Rechenregeln ab. Der Formalismus hat A¨hnlichkeit
mit der Diracnotation (1.2), (1.3), wenn man die Ortskoordinaten durch die Variable m
ersetzt. Auf dieser Ebene wird sich spa¨ter auch der Fall mit Wechselwirkung befriedigend
beschreiben lassen.
Es ist gu¨nstig, sowohl im Orts- als auch im Impulsraum zu arbeiten, dabei bezeichnen
wir wie u¨blich die Impuls- und die Ortskoordinaten mit k bzw. x.
Def. 2.1.1 Wir definieren fu¨r a ∈ IR, m ∈ IR ∪ iIR die temperierten Distributionen
Pa(k) = δ(k
2 − a) (2.3)
pm(k) =
|m|
m
(k/+m) δ(k2 −m2) (2.4)
und fu¨r a ∈ IR+, m ∈ IR
Ka(k) = δ(k
2 − a) ǫ(k0) (2.5)
km(k) =
|m|
m
(k/+m) δ(k2 −m2) ǫ(k0) . (2.6)
Wir fassen diese Distributionen auch als Multiplikationsoperatoren im Impulsraum auf.
Fu¨r m = 0 ist die Definitionsgleichung (2.4), (2.6) nicht eindeutig. In solchen Fa¨llen bilden
wir stets den Grenzwert 0 < m→ 0, also
p0(k) := k/ δ(k
2) , k0(k) := k/ δ(k
2) ǫ(k0) .
Da die Multiplikation bei Fouriertransformation in die Faltung u¨bergeht, sind im
Ortsraum die Distributionen die Integralkerne der zugeho¨rigen Operatoren, also beispielsweise
(pm Ψ)(x) =
∫
d4y pm(x, y) Ψ(y) =
∫
d4y pm(x− y) Ψ(y) .
Die Distributionen Pa,Ka und pm, km erfu¨llen die Klein-Gordon- bzw. Dirac-Gleichung
(−✷− a) Pa = (−✷− a)Ka = 0 (2.7)
(i∂/ −m) pm = (i∂/−m) km = 0 . (2.8)
Die Lo¨sungen fu¨r a < 0, m ∈ iIR sind unphysikalisch; wir mu¨ssen sie aber trotzdem
beru¨cksichtigen, um das ganze Spektrum der Differentialoperatoren zu erfassen.
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Wir wollen jetzt formale Rechenregeln fu¨r Produkte der Operatoren Pa,Ka, pm, km
ableiten. Wenn ein Faktor der Form δ(α − β) auftritt, setzen wir dazu in allen anderen
Faktoren die Variablen α und β gleich. Auf diese Weise erhalten die formalen Distributionsprodukte
einen Sinn, denn die einzelnen Faktoren ha¨ngen dann von verschiedenen Variablen ab. Wir
erhalten die Relationen
Pa Pb = δ(k
2 − a) δ(k2 − b) = δ(a− b) Pa (2.9)
Pa Kb = Kb Pa = δ(k
2 − a) δ(k2 − b) ǫ(k0) = δ(a − b) Ka (2.10)
Ka Kb = δ(k
2 − a) ǫ(k0) δ(k2 − b) ǫ(k0) = δ(a − b) Pa (2.11)
pm pn =
|mn|
mn
(k/ +m)(k/ + n) δ(k2 −m2) δ(k2 − n2)
= δ(m2 − n2) |mn|
mn
(k2 + (m+ n) k/+mn) δ(k2 − n2)
=
1
2m
(δ(m− n) + δ(m+ n)) (m+ n) |n|
n
(k/ + n) δ(k2 − n2)
= δ(m− n) pm (2.12)
km pn = pn km = δ(m − n) km (2.13)
km kn = δ(m− n) pm . (2.14)
Außerdem gelten die Vollsta¨ndigkeitsrelationen∫ ∞
−∞
Pa da =
∫ ∞
−∞
δ(k2 − a) da = 1 (2.15)∫
IR∪iIR
pm dm =
∫
IR+∪iIR+
|m|
m
2m δ(k2 −m2) dm
=
∫ ∞
−∞
δ(k2 −m2) d(m2) = 1 (2.16)
und die Spektralsa¨tze∫ ∞
−∞
a Pa da =
∫ ∞
−∞
a δ(k2 − a) da = k2 = −✷x (2.17)∫
IR∪iIR
m pm dm =
∫
IR+∪iIR+
2|m| k/ δ(k2 −m2) dm = k/ = i∂/x . (2.18)
Wegen Gleichung (2.12) und (2.16), (2.18) ko¨nnen wir pm als die Spektralprojektoren des
freien Diracoperators auffassen. Die Distributionen km unterscheiden sich von pm durch
ein relatives Minuszeichen fu¨r die Zusta¨nde auf der oberen bzw. unteren Massenschale.
Wir bezeichnen die Ausdru¨cke
1
2
(pm + km) ,
1
2
(pm − km) (2.19)
manchmal als “Projektoren” auf die Eigenzusta¨nde positiver bzw. negativer Energie,
obwohl es sich dabei wegen der δ-Normierung natu¨rlich mathematisch nicht um Projektoren
handelt.
2.1.2 Ansatz fu¨r P (x, y)
Wir wollen nun schrittweise den freien fermionischen Projektor aufbauen. Eine massive
Fermionsorte beschreiben wir durch einen Diracsee, also mit der Notation (2.4), (2.6)
P (x, y) =
1
2
(pm − km)(x, y) . (2.20)
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In den einfachsten Systemen mit mehreren Fermionsorten zeigen alle Fermionen die gleichen
Wechselwirkungen. In diesem Fall addieren wir die Diracseen, also bei f ∈ IN Fermionsorten
mit Massen ma, a = 1, . . . , f ,
P (x, y) =
f∑
a=1
1
2
(pma − kma)(x, y) , ma 6= mb fu¨r alle a 6= b . (2.21)
Mit diesem fermionischen Projektor ko¨nnten beispielsweise die Leptonen e, µ, τ beschrieben
werden. In Analogie zum Standardmodell nennen wir die Fermionsorten in (2.21) Familien
und den Index a Flavour-Index.
In realistischen physikalischen Systemen gibt es Fermionsorten, die auf unterschiedliche
Weise wechselwirken (z.B. Quarks und Leptonen). Darum scheint der Ansatz (2.21) zu
speziell und muß verallgemeinert werden: Wir gehen zu Spindimension 4B, B ∈ IN u¨ber
und wa¨hlen fu¨r P (x, y) die direkte Summe von Projektoren der Form (2.21)
P (x, y) =
B⊕
j=1
 f∑
a=1
1
2
(pmja − kmja)(x, y)
 , (2.22)
dabei ist (mja) eine Matrix
(mja)j=1,...,B; a=1,...,f mit mja 6= mjb fu¨r alle j und a 6= b .
Wir nennen die einzelnen direkten Summanden in (2.22) auch Blo¨cke und den Index j
Block-Index. Fu¨r B = 2, f = 3 erha¨lt man ein Modell fu¨r die Isospinpartner u, c, t↔ d, s, b.
Fu¨r B = f = 3 und mia = mja ∀i, j ko¨nnte man die Quarks unter Beru¨cksichtigung der
Colour-Freiheitsgrade beschreiben.
Fu¨r ein realistisches physikalisches Modell fehlen noch Neutrinos, also Femionen mit
einer ausgezeichneten Ha¨ndigkeit. Damit die Lorentzkovarianz gewahrt ist, mu¨ssen diese
chiralen Fermionen masselos sein1. In Analogie zu (2.20) beschreiben wir einen Diracsee
chiraler Fermionen durch den Ausdruck
χL/R
1
2
(p0 − k0)(x, y) .
Wir verallgemeinern (2.22) auf den Fall mit Neutrinos: Fu¨r jeden Block j definieren wir
eine (4× 4)-Matrix Xj mit
Xj = 1 oder Xj = χL oder Xj = χR .
1Dieser Schluß ha¨ngt damit zusammen, daß wir mit vierkomponentigen Diracspinoren arbeiten: In
der Diracgleichung (i∂/ − m)Ψ = 0 sind die links- und rechtsha¨ndige Komponente ΨL/R := χL/RΨ der
Wellenfunktion miteinander gekoppelt
0 = χL/R (i∂/−m) Ψ = i∂/ χR/L Ψ − m χL/R Ψ = i∂/ΨR/L −mΨL/R .
Nur fu¨r m = 0 sind ΨL/R voneinander unabha¨ngig, so daß es Sinn macht, von chiralen Wellenfunktionen
zu sprechen.
Verwendet man dagegen zweikomponentige Weyl-Spinoren, so la¨ßt sich einfach ein Massenparameter in
die Weyl-Gleichung einfu¨gen
(iσj∂j −m) Ψ = 0 .
Bei der Diskussion um eine mo¨gliche Ruhemasse des µ-Neutrinos wird stets in der Weyl-Darstellung
gearbeitet. Wir bemerken, daß die Weyl-Gleichung bei unserer Verknu¨pfung von Koordinaten- und
Eichtransformationen nicht sinnvoll ist (siehe auch [F1]).
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Falls Xj 6= 1 ist, soll die Matrix (mja) verschwinden,
Xj 6= 1 impliziert mja = 0 ∀a . (2.23)
Wir fu¨gen die chiralen Projektoren Xj als Faktoren in (2.22) ein und erhalten
P (x, y) =
B⊕
j=1
Xj
f∑
a=1
1
2
(pmja − kmja)(x, y) . (2.24)
Dies ist unser allgemeiner Ansatz fu¨r den freien fermionischen Projektor. Wir nennen die
direkten Summanden mit Xj 6= 1 auch Neutrinoblo¨cke.
kurze Diskussion des Ansatzes
Unser Ansatz (2.24) entha¨lt einige spezielle Annahmen: Zuna¨chst einmal tritt in allen
Blo¨cken die gleiche Zahl von Familien auf. Außerdem haben wir ausgeschlossen, daß ein
Block sowohl aus chiralen als auch aus massiven Fermionen aufgebaut ist. Schließlich ist
auch die Blockdiagonalita¨t von (2.24) eine starke Bedingung fu¨r den freien fermionischen
Projektor. Unser Ansatz sollte aber hinreichend allgemein sein, um die Fermionen des
Standardmodells beschreiben zu ko¨nnen. Natu¨rlich ließe sich spa¨ter untersuchen, inwieweit
der Ansatz in dem Sinne zwingend ist, daß er bereits aus den Gleichungen der diskreten
Raumzeit folgt; wir werden solch allgemeine Fragen aber hier ausklammern.
Als andere mo¨gliche Erweiterung von (2.24) ko¨nnte man fu¨r die einzelnen Diracseen
zusa¨tzliche Normierungskonstanten einfu¨hren, also
P (x, y) =
B⊕
j=1
Xj
f∑
a=1
cja
1
2
(pmja − kmja)(x, y) mit cja ∈ IR . (2.25)
Diese Verallgemeinerung ist aber nicht sinnvoll: In der diskreten Raumzeit soll P ein
Projektor sein. Im KontinuumM = IR4 konnten wir dies nicht erreichen, weil die Eigenfunktionen
des Diracoperators im IR4 nicht normierbar sind; wir haben gema¨ß (2.12) bis (2.14) eine
δ-Normierung verwendet. Man kann aber auch im Minkowski-Raum mit Projektoren
arbeiten, indem man die Masse etwas ausschmiert. Genauer ersetzen wir die Diracseen
in (2.25) gema¨ß
1
2
(pm − km)(x, y) −→
∫ m+ε
m
dm′
1
2
(pm′ − km′)(x, y) (2.26)
durch Integrale u¨ber den Massenparameter. Mit den Rechenregeln (2.12) bis (2.14) kann
man direkt u¨berpru¨fen, daß die rechte Seite von (2.26) ein Projektor ist. Wir haben die
Vorstellung, daß (2.26) na¨herungsweise die Situation in der diskreten Raumzeit beschreibt.
Natu¨rlich ist diese Beschreibung stark vereinfacht, sie ist aber fu¨r unser Argument ausreichend2.
2Im endlichen Volumen la¨ßt sich der Zusammenhang etwas genauer beschreiben: Zur Einfachheit
ersetzen wir den Minkowski-Raum durch den vierdimensionalen Kasten M = [0, L]4 mit periodischen
Randbedingungen. Dann du¨rfen lediglich Impulse auf einem Gitter mit Gitterla¨nge 2π/L auftreten. Die
rechte Seite von (2.26) geht in den Projektor
P (x, y) =
(
2π
L
)4 ∑
k∈ 2pi
L
Z4
(k/+ |k|) Θ(|k| −m) Θ(m+ ε− |k|) e−ik(x−y) (2.27)
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Da der Parameter ε von der Geometrie der diskreten Raumzeit abha¨ngt, muß er fu¨r alle
Diracseen gleich sein. Mit der Na¨herung∫ m+ε
m
dm′
1
2
(pm′ − km′)(x, y) ≈ ε 1
2
(pm − km)(x, y) (2.28)
folgt, daß (2.25) ein sinnvoller Grenzfall im unendlichen Volumen ist, falls wir
cja = ε fu¨r alle a, j
wa¨hlen. Dann stimmt (2.25) bis auf einen fu¨r uns unwichtigen Vorfaktor 2ε mit (2.24)
u¨berein.
Die Beschreibung der Neutrinos scheint in (2.24) auf den ersten Blick problematisch
zu sein. Die links- bzw. rechtsha¨ndigen Neutrinoblo¨cke haben die Form
P (x, y) = χL/R
f∑
a=1
1
2
(p0 − k0)(x, y) . (2.29)
Diese Distribution ist nilpotent,
P (x, z) P (z, y) = χL/R
f∑
a=1
1
2
(p0 − k0)(x, z) χL/R
f∑
a=1
1
2
(p0 − k0)(z, y)
= (χL/R χR/L)
f∑
a=1
1
2
(p0 − k0)(x, z)
f∑
a=1
1
2
(p0 − k0)(z, y) = 0 ,
und geht folglich bei naiver Regularisierung (also z.B. im endlichen Volumen mit Impuls-
Cutoff) nicht in einen Projektor u¨ber. Als weitere Schwierigkeit stimmen alle Summanden
in (2.29) u¨berein, so daß die Neutrinofamilien im fermionischen Projektor nicht voneinander
unterschieden werden ko¨nnen. Um einzusehen, daß es sich dabei nur im unendlichen
Volumen um Probleme handelt, schmieren wir wie in (2.26) die Massen auf der Skala
ε aus und fu¨hren außerdem kleine Neutrinomassen ma mit |ma −mb| > ε ∀a 6= b ein,
also
(2.29) −→ χL/R
f∑
a=1
∫ ma+ε
ma
dm′
1
2
(pm′ − km′)(x, y) . (2.30)
Nach dieser Ersetzung ist P (x, y) nicht mehr nilpotent; die einzelnen Diracseen sind
im Impulsraum voneinander getrennt. Wegen des Vorfaktors χL/R ist (2.30) nicht aus
Eigenzusta¨nden des freien Diracoperators aufgebaut. Das sollte aber keine Rolle spielen,
falls ma, ε klein genug gewa¨hlt werden, also insbesondere in der Gro¨ßenordnung
ma, ε ≈ (Ausdehnung der diskreten Raumzeit)−1 .
Wir bemerken, daß die Unterscheidbarkeit der Neutrino-Flavours auch aus experimenteller
Sicht eine offene Frage ist.
u¨ber (|k| ≡
√
|k2|), der aus diskreten Zusta¨nden aufgebaut ist. Eine zusa¨tzliche Diskretisierung der
Raumzeit auf einem Gitter liefert einen Cutoff im Impulsraum, so daß man einen Projektor von endlichem
Rang erha¨lt.
Der Parameter ε beschreibt die “Breite” des Diracsees; fu¨r eine sinnvolle Regularisierung sollte man
ε ≈ 2π/L wa¨hlen.
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2.1.3 Die Asymmetriematrizen X, Y
Bei der Konstruktion des freien fermionischen Projektors traten drei Arten von Indizes
auf, na¨mlich der Dirac-Index α, β = 1, . . . , 4, der Block-Index j, k = 1, . . . , B und der
Flavour-Index a, b = 1, . . . , f . Fu¨r eine u¨bersichtliche Notation ist es gu¨nstig, diese Indizes
zusammenzufassen. Dazu bilden wir das Tensorprodukt IC4 ⊗ ICB ⊗ ICf der zugeho¨rigen
Vektorra¨ume und verwenden auf dem Tensorprodukt eine Matrixschreibweise. Insbesondere
definieren wir die sogenannten Asymmetriematrizen X, Y durch
Xαja βkb = (Xj)αβ δjk δab , Yαja βkb =
1
m
mja δαβ δjk δab . (2.31)
Der Massenparameter m in der Definitionsgleichung fu¨r Y kann beliebig gewa¨hlt werden.
Er wurde eingefu¨hrt, damit Y eine dimensionslose Gro¨ße ist; bei einer Entwicklung nach
der Masse ist er außerdem hilfreich, um die Beitra¨ge verschiedener Ordnung leichter
auseinanderzuhalten. Falls X 6= 1 ist, sagen wir, daß P eine chirale Asymmetrie besitzt.
Im Fall Y 6= maδαβ δjk δab haben wir entsprechend eineMassenasymmetrie. Die Bedingung
(2.23) la¨ßt sich in der Form
XY = Y X = Y (2.32)
umschreiben.
Mit dieser Matrixschreibweise muß man etwas aufpassen. Es ist na¨mlich zu beachten,
daß die Dirac-/Block-Indizes und der Flavour-Index eine grundlegend verschiedene Rolle
spielen: Der Raum IC4B der Dirac-/Block-Indizes ist der Spinorraum; die Wellenfunktionen
Ψαj(x) sind darin Schnitte. Auf dem Spinorraum ist das Spinskalarprodukt mit Signatur
(2B, 2B) gegeben. Die lokalen Isometrietransformationen dieses Skalarproduktes ko¨nnen,
wie in der Einleitung beschrieben, als U(2B, 2B)-Eichtransformationen interpretiert werden.
Den Flavour-Raum haben wir dagegen nur eingefu¨hrt, um die Fermionfamilien zu indizieren.
Der Flavour-Index tritt im fermionischen Projektor gema¨ß (2.24) lediglich als innerer
Summationsindex auf. Eine Transformation in IC4B ⊗ ICf , bei der Spinor- mit Flavour-
Indizes gemischt werden, ist nicht sinnvoll. Das Zusammenfassen des Spinorraumes und
des Flavour-Raumes ist also wirklich nur eine Vereinfachung der Notation und hat keine
physikalische Bedeutung.
Wir entwickeln den freien fermionischen Projektor nach der Masse: Zuna¨chst stellen
wir die Distributionen pm, km in einer formalen Potenzreihe dar,
pm =
∞∑
l=0
ml p(l) , km =
∞∑
l=0
ml k(l) . (2.33)
Bei Einsetzen in (2.24) erha¨lt man
P (x, y) =
∞∑
l=0
B⊕
j=1
Xj
f∑
a=1
(mja)
l 1
2
(p(l) − k(l))(x, y)
=
∞∑
l=0
ml TrF (XY
l)
1
2
(p(l) − k(l))(x, y) , (2.34)
dabei bezeichnet TrF die partielle Spur u¨ber den Flavour-Raum,
TrF (A)αj βk =
f∑
a=1
Aαja βka , A ∈ L( IC4 ⊗ ICB ⊗ ICf ) .
Mit (2.32), (2.34) haben wir handliche Formeln zur Beschreibung des freien fermionischen
Projektors abgeleitet.
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2.1.4 Explizite Betrachtung im Ortsraum
Wir wollen nun den freien fermionischen Projektor P (x, y) als Funktion von x, y untersuchen.
Bei expliziter Berechnung der Fouriertransformierten von (2.3), (2.5) erha¨lt man die Gleichungen
Pm2(x) =

m2
8π2
Y1(
√
m2x2)√
m2x2
fu¨r x2 > 0
m2
4π3
K1(
√−m2x2)√−m2x2 fu¨r x
2 < 0
(2.35)
Km2(x) = −
i
4π2
δ(x2) ǫ(x0) +
im2
8π2
J1(
√
m2x2)√
m2x2
Θ(x2) ǫ(x0) (2.36)
mit Besselfunktionen J1, Y1,K1. In (2.35) ist der Pol auf dem Lichtkegel als Hauptwert zu
behandeln. Die Distributionen km, pm erha¨lt man durch Differentiation
pm =
|m|
m
(i∂/x +m)Pm2 , km =
|m|
m
(i∂/x +m)Km2 . (2.37)
Die Besselfunktionen besitzen die Reihendarstellungen
J1(x) =
∞∑
j=0
(−1)j
j! (j + 1)!
(
x
2
)2j+1
(2.38)
Y1(x) =
2
π
(
log
(
x
2
)
+ Ce
) ∞∑
j=0
(−1)j
j! (j + 1)!
(
x
2
)2j+1
− 2
π
1
x
− 1
π
∞∑
j=0
(−1)j
j! (j + 1)!
(
x
2
)2j+1
(Φ(j + 1) + Φ(j)) (2.39)
K1(x) =
(
log
(
x
2
)
+ Ce
) ∞∑
j=0
1
j! (j + 1)!
(
x
2
)2j+1
+
1
x
− 1
2
∞∑
j=0
1
j! (j + 1)!
(
x
2
)2j+1
(Φ(j + 1) + Φ(j)) , (2.40)
dabei ist Ce die Eulersche Konstante und Φ die Funktion
Φ(n) =
n∑
k=1
1
k
(, Φ(0) = 0) .
Durch Einsetzen dieser Reihendarstellungen in (2.35), (2.36) und (2.37) erha¨lt man Entwicklungsformeln
fu¨r pm, km.
Wir diskutieren kurz die erhaltenen Ausdru¨cke: Die Distribution km(x) verschwindet
fu¨r raumartiges x, wa¨hrend pm(x) im ganzen Minkowski-Raum beitra¨gt. Auf dem Lichtkegel
x2 = 0 sind die Distributionen singula¨r; die Ordnung der Singularita¨t nimmt dabei mit
steigender Potenz in der Masse ab. In pm treten außerdem logarithmische Singularita¨ten
∼ ln(|x2|) x2p auf. Außerhalb des Lichtkegels sind die Distributionen glatte Funktionen,
die fu¨r x2 → ±∞ asymptotisch abfallen.
Die Logarithmen in (2.39), (2.40) fu¨hren auf eine Problem: die Distribution pm la¨ßt
sich entgegen unserem Ansatz (2.33) nicht in einer Potenzreihe in m darstellen, sondern
besitzt nur eine Entwicklung der Form
pm =
∞∑
l=0
ml p(l) + log(m)
∞∑
l=2
ml q(l) . (2.41)
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mit geeigneten Distributionen q(l). Als mo¨glichen Ausweg ko¨nnten wir (2.33) durch die
Gleichung
P (x, y) =
∞∑
l=0
ml TrF (XY
l)
1
2
(p(l) − k(l))(x, y) (2.42)
+
∞∑
l=2
ml TrF (Y
l log(mY ))
1
2
q(l)(x, y) (2.43)
ersetzen. Fu¨r unsere Zwecke ist aber eine vereinfachte Behandlung ausreichend: Nach
Einsetzen von (2.39), (2.40) in (2.35), (2.37) haben alle logarithmischen Faktoren die
Form
log
(
1
2
√
|m2 x2|
)
+ Ce =
1
2
log |x2| + logm − log 2 + Ce . (2.44)
Die problematischen logm-Terme treten also immer in Kombination mit logarithmischen
Singularita¨ten auf dem Lichtkegel auf und verschieben diese Singularita¨t um eine Konstante.
Bei der Untersuchung der Gleichungen der diskreten Raumzeit werden wir in Abschnitt
4.5 die Bedingung ableiten, daß bestimmte logarithmische Singularita¨ten ∼ x−2p log |x2|
des fermionischen Projektors in den Gleichungen der diskreten Raumzeit verschwinden
mu¨ssen. Als Folge werden dann automatisch auch die zugeho¨rigen konstanten Beitra¨ge ∼
x−2p wegfallen. Im Hinblick auf diese Rechnungen kommt es uns auf die von x2 unabha¨ngigen
Summanden in (2.44) nicht an, so daß wir alle Logarithmen modulo einer reellen Konstanten
behandeln ko¨nnen. Dazu fu¨hren wir die Funktionen
ln(|x2|) := log |x2| + C (2.45)
ein. Wir ko¨nnten die Konstante C explizit angeben,
C(m) = 2 logm − 2 log 2 + 2C2 ,
die genaue Massenabha¨ngigkeit ist fu¨r uns aber unwichtig. Mit dieser Schreibweise ko¨nnen
wir den zweiten Summanden (2.43) mit den logarithmischen Termen des ersten Summanden
(2.42) zusammenfassen und so trotz der Beitra¨ge ∼ m2 logm mit dem Potenzreihenansatz
(2.34) arbeiten. Die Reihe (2.34) konvergiert dann im Distributionssinn.
Fu¨r die ersten Entwicklungskoeffizienten hat man mit der Abku¨rzung ξ ≡ y − x
p(0)(x, y) = − i
2π3
ξ/
ξ4
, k(0)(x, y) =
1
2π2
ξ/ δ′(ξ2) ǫ(ξ0)
p(1)(x, y) = − 1
4π3
1
ξ2
, k(1)(x, y) =
i
4π2
δ(ξ2) ǫ(ξ0)
p(2)(x, y) = − i
8π3
ξ/
ξ2
, k(2)(x, y) = − 1
8π2
ξ/ δ(ξ2) ǫ(ξ0)
p(3)(x, y) =
1
16π3
ln(|ξ2|) , k(3)(x, y) = − i
16π2
Θ(ξ2) ǫ(ξ0)
p(4)(x, y) =
i
64π3
ξ/ ln(|ξ2|) , k(4)(x, y) = 1
64π2
ξ/ Θ(ξ2) ǫ(ξ0) ,
dabei bezeichnet ξj ξ
−4 die partielle Distributionsableitung des Hauptwertes ξ−2. Durch
Einsetzen in (2.34) erhalten wir schließlich explizite Formeln fu¨r den freien fermionischen
Projektor.
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Wie in der Einleitung beschrieben, spielen die Singularita¨ten von pm, km auf dem
Lichtkegel fu¨r uns eine entscheidende Rolle. Deshalb wollen wir anschaulich u¨berlegen, wie
es bei der Fouriertransformation zu diesen Singularita¨ten kommt. Um die logarithmischen
Singularita¨ten zu vermeiden, betrachten wir die DistributionKm2 und fu¨hren einen Impuls-
Cutoff λ ein
K
(λ)
m2 (x) :=
∫
d4k
(2π)4
Θ(λ− |k0|) δ(k2 −m2) ǫ(k0) e−ikx .
Durch den Cutoff wird die Distribution auf der La¨ngenskala 2π/λ regularisiert; wir untersuchen
den Grenzfall λ→∞. Nach einer Umskalierung und Entwicklung nach der Masse3
K
(λ)
m2 (x) = λ
2
∫
d4k
(2π)4
Θ(1− |k0|) δ
(
k2 − m
2
λ2
)
ǫ(k0) e−ik (λx)
=
∞∑
j=0
(−1)j λ2−2j m2j
∫
d4k
(2π)4
Θ(1− |k0|) δ(j)(k2) ǫ(k0) e−ik (λx) (2.49)
entspricht der Grenzwert λ→∞ in den Integralen dem Limes, daß die Ortskoordinate λx
ins Unendliche la¨uft. Die Wellenzahl −iλx in (2.49) wird in diesem Grenzfall immer gro¨ßer.
Die meisten Beitra¨ge des Integrals oszillieren sich immer besser weg und fallen folglich fu¨r
großes λ ab. Eine besondere Rolle spielt die Hyperebene E(x) = {k | <k, x> = 0}. Alle
Beitra¨ge in einer kleinen Umgebung dieser Ebene sind in (2.49) in Phase. Falls x ein Punkt
auf dem Lichtkegel ist, liegt E tangential zum Massenkegel. Da der Tra¨ger des Integranden
auf dem Massenkegel liegt, haben wir dann in der Umgebung von E einen großen Beitrag
zu dem Fourierintegral (2.49). Damit fa¨llt das Integral in (2.49) fu¨r x2 = 0 im Grenzfall
λ → ∞ weniger stark ab oder steigt sogar an, was schließlich in (2.49) zu Divergenzen
fu¨hrt.
Diese U¨berlegung u¨bertra¨gt sich direkt auf beliebige Distributionen mit Tra¨ger im
Innern des Massenkegels (also in der Menge {k2 ≥ 0}). Verantwortlich fu¨r die Singularita¨ten
auf dem Lichtkegel ist, anschaulich gesagt, die Flanke des Integranden in der Na¨he des
Massenkegels4.
3Zur Vollsta¨ndigkeit erwa¨hnen wir, wie man mit dieser Rechnung auch die logarithmischen
Singularita¨ten von Pm2 verstehen kann: Bei Regularisierung und formaler Potenzreihenentwicklung von
Pm2 erhalten wir analog zu (2.49) den Ausdruck
P
(λ)
m2
(x) =
∞∑
j=0
(−1)j λ2−2j m2j
∫
d4k
(2π)4
Θ(1− |k0|) δ(j)(k2) e−ik (λx) . (2.46)
Um (2.49), (2.46) einen mathematischen Sinn zu geben, mu¨ssen wir die Faktoren δ(j)(k2)ǫ(k0) bzw. δ(j)(k2)
als Distributionen definieren; dazu untersuchen wir fu¨r eine Schwartzfunktion f die Gleichungen∫
d4k δ(j)(k2) ǫ(k0) f(k) =
(
d
da
)j
|a=0
∫
d4k δ(k2 − a) ǫ(k0) f(k) (2.47)∫
d4k δ(j)(k2) ǫ(k0) f(k) =
(
d
da
)j
|a=0
∫
d4k δ(k2 − a) f(k) . (2.48)
Die Ableitungen nach dem Parameter a sind in der Umgebung des Ursprungs k = 0 problematisch. Unter
Ausnutzung des umgekehrten Vorzeichens von δ(k2−a)ǫ(k0) auf der oberen und unteren Massenschale kann
man (2.47) (a¨hnlich wie der Distributionsableitung eines Hauptwertintegrals) einen Sinn geben und so die
Potenzreihe (2.49) mathematisch rechtfertigen. In (2.48) treten dagegen nicht-hebbare Divergenzen auf, so
daß auch (2.46) nicht existiert. Bei Regularisierung im Impulsraum stellt man fest, daß diese Divergenzen
logarithmisch sind und folglich gerade den log-Terme in (2.39), (2.40) entsprechen.
4Mit diesem Argument la¨ßt sich sogar die Ordnung der Singularita¨t beschreiben, wir betrachten als
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2.1.5 Der freie fermionische Projektor des Standardmodells
Zur Erla¨uterung wollen wir abschließend einen freien fermionischen Projektor aufbauen,
der die Fermionkonfiguration des Standardmodells nachbildet. Wir wa¨hlen f = 3 und
definieren auf dem Flavour-Raum die Massenmatrizen der Lepton- und Quarkfamilien
M lep =
 me 0 00 mµ 0
0 0 mτ

Mu =
 mu 0 00 mc 0
0 0 mt
 , Md =
 md 0 00 ms 0
0 0 mb
 .
Die Neutrinos mu¨ssen als linksha¨ndige Fermionen masselos sein.
Wir betrachten zuna¨chst die Isospinpartner νe, νµ, ντ ↔ e, µ, τ und u, c, t ↔ d, s, b
getrennt: Zur Beschreibung der Leptonen und Quarks werden jeweils achtkomponentige
Wellenfunktionen beno¨tigt. Bei der Zerlegung IC8 = IC4 ⊕ IC4 des Spinorraumes haben die
Asymmetriematrizen die Form
X lep = χL ⊕ 1 , Y lep = 1
m
(0⊕M lep)
Xqu = 1 ⊕ 1 , Y qu = 1
m
(Mu ⊕Md) .
Mit Gleichung (2.34) erha¨lt man die zugeho¨rigen freien fermionischen Projektoren, die wir
Lepton- bzw. Quark-Sektor nennen.
Zur Beschreibung der Fermionen des Standardmodells mu¨ssen wir eine direkte Summe
des Lepton- und Quarksektors bilden. Um die Colour-Freiheitsgrade zu beru¨cksichtigen,
bauen wir den Quarksektor dreifach ein. Wir setzen also bei Spindimension 32 mit der
Zerlegung IC32 = ( IC4 ⊕ IC4)4
X = X lep ⊕ (Xqu)3 = (χL ⊕ 1) ⊕ (1 ⊕ 1)3 (2.51)
Y = Y lep ⊕ (Y qu)3 = 1
m
(
(0⊕M lep) ⊕ (Mu ⊕Md)3
)
. (2.52)
Die Matrizen X,Y wirken auf IC96 = IC4 ⊗ IC8 ⊗ IC3. Der freie fermionische Projektor ist
wieder durch die Potenzreihe (2.34) gegeben.
Man beachte, daß fu¨r die Fermionmassen nicht die physikalischen Massen, sondern, wie
in Abschnitt 1.4 der Einleitung beschrieben, die nackten Massen bei Regularisierung der
Theorie auf der Planck-Skala einzusetzen sind. Es ist nicht klar, welche genauen Werte
Beispiel den Fall m = 0. Als Fourierintegral untersuchen wir gema¨ß (2.49)∫
d4k
(2π)4
Θ(1− |k0|) δ(k2) ǫ(−k0) e−ik(Kx) . (2.50)
Wir hatten u¨berlegt, daß fu¨r die Singularita¨t auf dem Lichtkegel das Integral u¨ber das Gebiet {−c ≤ kλx ≤
c} mit festem c ≈ π entscheidend ist. Darum ersetzen wir den oszillierenden Faktor exp(−ikλx) in (2.50)
na¨herungsweise durch Θ(π − |kλx|). Wir fu¨hren das Integral u¨ber k0 aus und wa¨hlen Polarkoordinaten
(k = |~k|, θ, ϕ). Das Integral u¨ber k skaliert sich nicht in λ, das Integral u¨ber die Winkelkoordinaten verha¨lt
sich in niedrigster Ordnung ∼ λ−1. Damit ist (2.50) proportional zu λ−1. Folglich hat (2.49) eine Divergenz
∼ λ, zeigt also tatsa¨chlich das richtige Skalierungsverhalten, wie man durch Vergleich mit K(0)(x) bei
Regularisierung auf der La¨ngenskala λ−1 sieht.
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diese nackten Massen haben; auf jeden Fall sollten sie sich fu¨r die schweren Fermionen
deutlich von den physikalischen Massen unterscheiden. Da Proton und Neutron anna¨hernd
die gleiche Masse besitzen, ist es naheliegend, die Isospinabha¨ngigkeit der Quarkmassen
allein auf die Selbstwechselwirkung zuru¨ckzufu¨hren, also
mu = md , mc = ms , mt = mb (2.53)
anzunehmen. Aus physikalischer Sicht ist nicht ausgeschlossen, daß es auch Relationen
zwischen den Lepton- und Quarkmassen gibt, im einfachsten Fall
mu = md = me , mc = ms = mµ , mt = mb = mτ . (2.54)
Die Relationen (2.53), (2.54) sind im Moment eher spekulativ. Wir werden sie zuna¨chst
weglassen und die nackten Fermionmassen als 9 voneinander unabha¨ngige Parameter
ansehen.
2.2 Sto¨rungen erster Ordnung
Wie in der Einleitung beschrieben, mu¨ssen wir den fermionischen Projektor unter allgemeinen
Sto¨rungen (1.44) des Diracoperators untersuchen. Bevor wir dieses Problem im na¨chsten
Abschnitt 2.3 systematisch angehen, wollen wir die lineare Na¨herung studieren. Dazu
beginnen wir mit der Sto¨rungsrechnung fu¨r die Distributionen pm, km. Die detaillierten
Rechnungen wurden in die Anha¨nge A-D ausgelagert; wir werden hier die formale Entwicklung
durchfu¨hren und die wichtigsten Ergebnisse aus den Anha¨ngen diskutieren. Anschließend
werden wir erkla¨ren, wie die Sto¨rungsrechnung fu¨r den fermionischen Projektor P auf
diejenige fu¨r pm, km zuru¨ckgefu¨hrt werden kann.
2.2.1 Formale Sto¨rungsentwicklung fu¨r pm, km
In diesem Abschnitt wollen wir bei Spindimension 4 die Spektralprojektoren des Di-
racoperators i∂/ + B in erster Ordnung in B bestimmen. Zur Unterscheidung von den
Spektralprojektoren pm, km des freien Diracoperators bezeichnen wir die gesto¨rten Gro¨ßen
mit einer zusa¨tzlichen Tilde. Gesucht sind also hermitesche Operatoren p˜m, k˜m mit
(i∂/+ B −m) p˜m = O(B2) , (i∂/+ B −m) k˜m = O(B2) , (2.55)
außerdem sollen in erster Ordnung die zu (2.12) bis (2.14) analogen Relationen
k˜m k˜n = p˜m p˜n = δ(m− n) p˜m , k˜m p˜n = p˜m k˜n = δ(m− n) k˜m (2.56)
gelten.
Wir leiten zuna¨chst auf anschauliche, aber mathematisch nicht strenge Weise einen
Ansatz fu¨r p˜m, k˜m ab: Die Distributionen pm, km sind aus Eigenzusta¨nden des freien
Diracoperators aufgebaut, also formal
pm(x, y), km(x, y) =
∑
a
Ψa(x) Ψ(y) mit (i∂/−m) Ψa = 0 . (2.57)
Die gesto¨rten Zusta¨nde Ψ˜a erfu¨llen die Gleichung (i∂/ −m + B) Ψ˜a = O(B2) und ko¨nnen
mit der in der relativistischen Quantenmechanik u¨blichen Sto¨rungsrechnung behandelt
werden. Man erha¨lt
Ψ˜a(x) = Ψa(x) −
∫
d4y sm(x− y) (B Ψa)(y)
mit der Dirac-Greensfunktion sm, welche durch die folgende Definition gegeben ist.
52
Def. 2.2.1 Wir definieren fu¨r m ∈ IR die temperierte Distribution sm als Hauptwert
sm(k) =
1
2
lim
ε→0
(
1
k/−m+ iε +
1
k/−m− iε
)
(2.58)
und fassen sm im Impulsraum auch als Multiplikationsoperator auf.
In Operatorschreibweise haben wir also
Ψ˜a = Ψa − sm B Ψa , Ψ˜a = Ψa − Ψa B sm . (2.59)
Wir setzen diese gesto¨rten Eigenzusta¨nde in (2.57) ein und erhalten in erster Ordnung
p˜m = pm − sm B pm − pm B sm (2.60)
k˜m = km − sm B km − km B sm . (2.61)
Wir mu¨ssen verifizieren, daß der Ansatz (2.60), (2.61) tatsa¨chlich die Bedingungen
(2.55), (2.56) erfu¨llt: Aus der Operatorgleichung
(i∂/−m) sm = 1 (2.62)
folgt unmittelbar (2.55). Fu¨r die Greensfunktionen gelten analog zu (2.9) bis (2.14) die
formalen Rechenregeln
pm sn = sn pm =
(k/ +m)(k/ + n)
k2 − n2
|m|
m
δ(k2 −m2)
=
(m+ n) (k/+m)
m2 − n2
|m|
m
δ(k2 −m2) = 1
m− n pm (2.63)
km sn = sn km =
1
m− n km (2.64)
sm sn =
1
(k/ −m) (k/ − n) =
1
m− n (sm − sn) , (2.65)
wobei wir alle Pole als Hauptwert behandeln. Die Relation p˜m p˜n = δ(m − n) p˜m erha¨lt
man man unter Verwendung von (2.12), (2.63) durch die Rechnung
p˜m p˜n = pm pn − sm B pm pn − pm B sm pn − pm pn B sn − pm sn B pn +O(B2)
= δ(m − n) (pm − sm B pm − pm B sm)
− 1
n−m pm B pn −
1
m− n pm B pn +O(B
2)
= δ(m − n) p˜m + O(B2) , (2.66)
die anderen Bedingungen in (2.56) folgen analog.
Etwas eleganter la¨ßt sich die Sto¨rungsrechnung erster Ordnung auch mit einer unita¨ren
Transformation beschreiben:
Satz 2.2.2 Der Operator
U [B] = 1−
∫
IR∪iIR
dm sm B pm (2.67)
ist (in erster Ordnung in B) unita¨r und
p˜m = U pm U
∗ , k˜m = U km U
∗ . (2.68)
Zu jeder infinitesimalen unita¨ren Transformation V = 1 + iA (mit einem hermiteschen
Operator A) gibt es einen Sto¨roperator B mit U [B] = V .
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Beweis: Mit Hilfe von (2.63) und der Vollsta¨ndigkeitsrelation (2.16) ko¨nnen wir den
Propagator sm in der Form
sm =
∫
IR∪iIR
dm
1
m−m′ pm (2.69)
umschreiben. Damit haben wir∫
IR∪iIR
dm sm B pm =
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′
1
m−m′ pm B pm′ . (2.70)
Da dies ein antihermitescher Operator ist, ist U unita¨r. Unter Verwendung von (2.69)
erha¨lt man weiterhin
U pm U
∗ = pm +
∫
IR∪iIR
dm′
∫
IR∪iIR
dm′′
1
m′ −m′′ (pm pm′ B pm′′ − pm′ B pm′′ pm)
= pm − pm B sm − sm B pm = p˜m ,
die zweite Gleichung in (2.68) folgt analog. Zu gegebenem V = 1 + iA setzen wir
B = −i
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′ (m−m′) pm A pm′
und erhalten mit (2.16), (2.69) schließlich
U [B] = 1 + i
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′
1
m−m′ (m−m
′) pm A pm′
= 1 + iA = V .
✷
Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung fu¨r km
Mit den Gleichungen (2.60), (2.61) wird die Auswirkung der Sto¨rung B auf die Spektralprojektoren
pm, km in erster Ordnung vollsta¨ndig beschrieben. Es ist etwas unbefriedigend, daß dieser
Ansatz nicht zwingend erscheint. Insbesondere ha¨tten wir bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r die
Eigenzusta¨nde (2.59) anstelle von (2.58) auch die retardierte oder avancierte Greensfunktion
verwenden ko¨nnen. Wir wollen abschließend untersuchen, wie sich diese Uneindeutigkeit
der Sto¨rungsrechnung fu¨r Ψ˜a in den Gleichungen fu¨r p˜m, k˜m auswirkt.
Zuna¨chst mu¨ssen wir die retardierten und avancierten Greensfunktionen einfu¨hren: Die
Distribution sm ist als Ableitung der Greensfunktion der Klein-Gordon-Gleichung
Sm2(k) :=
1
2
lim
ε→0
(
1
k2 −m2 + iε +
1
k2 −m2 − iε
)
(2.71)
darstellbar, genauer
sm = (i∂/x +m) Sm2 . (2.72)
Bei der Berechnung der Fouriertransformierten von (2.71) erha¨lt man die explizite Formel
Sm2(x) = −
1
4π
δ(x2) +
m2
8π
J1(
√
m2x2)√
m2x2
Θ(x2) . (2.73)
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Durch Vergleich mit (2.36) stellt man fest, daß sich Sm2(x) und Km2(x) nur um einen
relativen Faktor −iπ ǫ(x0) voneinander unterscheiden. Wegen (2.72), (2.37) gilt dasselbe
auch fu¨r sm(x) und km(x). Folglich ko¨nnen wir durch geeignete Linearkombination von
sm, km Greensfunktionen konstruieren, deren Tra¨ger nur innerhalb des oberen oder unteren
Lichtkegels liegt.
Def. 2.2.3 Wir definieren die avancierte und retardierte Greensfunktion durch
s∨m = sm + iπ km (2.74)
s∧m = sm − iπ km . (2.75)
Diese Definition stimmt mit der u¨blichen Festlegung der Pole in der komplexen Ebene
u¨berein, also
s∨(k) = lim
ε→0
k/+m
k2 −m2 − iεk0 , s
∧(k) = lim
ε→0
k/ +m
k2 −m2 + iεk0 .
Mit der Schreibweise (2.74), (2.75) wird aber deutlicher, daß sich die verschiedenen Greensfunktionen
um ein Vielfaches von km unterscheiden.
Wenn wir (2.62) als Bestimmungsgleichung fu¨r die Greensfunktionen ansehen, ko¨nnen
wir zu sm sogar eine beliebige Lo¨sung der freien Diracgleichung hinzuaddieren. Damit unser
Ansatz nicht zu kompliziert wird, wa¨hlen wir als Greensfunktion in Verallgemeinerung von
(2.74), (2.75)
s<m := sm + α(m) pm + β(m) km (2.76)
s>m := (s
<
m)
∗ = sm + α(m) pm + β(m) km (2.77)
mit komplexwertigen Funktionen α, β. Fu¨r die gesto¨rten Zusta¨nde Ψ˜a folgt gegenu¨ber
(2.59)
Ψ˜a = Ψa − s<m B Ψa , Ψ˜a = Ψa − Ψa B s>m
und damit
p˜m = pm − s<m B pm − pm B s>m , k˜m = km − s<m B km − km B s>m .
Wir wollen untersuchen, fu¨r welche Funktionen α, β die Bedingungen (2.56) erfu¨llt sind.
In Analogie zu (2.66) haben wir nun
p˜m p˜n = δ(m− n) p˜m − pm s<n B pn − pm B s>m pn
= δ(m− n) p˜m − δ(m− n) (α(m) + α(m)) pm B pm
+δ(m− n)
[
β(m) km B pm + β(m) pm B km
]
.
Folglich mu¨ssen die Bedingungen α(m) + α(m) = 0 und β(m) = 0 gelten. Der Ansatz
(2.76), (2.77) vereinfacht sich zu
s<m = sm + iγ(m) pm , s
>
m = sm − iγ(m) pm (2.78)
mit einer reellen Funktion γ. Fu¨r p˜m, k˜m folgt
p˜m = pm − sm B pm − iγ(m) pm B pm − pm B sm + iγ(m) pm B pm
= pm − sm B pm − pm B sm (2.79)
k˜m = km − sm B km − iγ(m) pm B km − km B sm + iγ(m) km B pm
= km − sm B km − km B sm − iγ(m) (pm B km − km B pm) . (2.80)
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Man kann direkt verifizieren, daß (2.79), (2.80) alle Bedingungen (2.56) und (2.55) erfu¨llt.
Nach (2.79) scheint p˜m von der speziellen Greensfunktion unabha¨ngig zu sein, in die
Sto¨rungsrechnung fu¨r km geht gema¨ß (2.80) dagegen die Wahl der Greensfunktion explizit
ein.
Dieses Ergebnis la¨ßt sich auch direkt einsehen: Die Distributionen p˜m sind als Spektralprojektoren
des gesto¨rten Diracoperators i∂/+ B, also durch die Gleichungen
p˜m p˜n = δ(m− n) p˜m ,
∫
σ
p˜m dm = 1 ,
∫
σ
m p˜m dm = i∂/+ B , (2.81)
unabha¨ngig von einer Sto¨rungsrechnung definiert. Daher ist klar, daß die Freiheit in der
Wahl der Greensfunktion nicht in die Formeln fu¨r p˜m eingeht. Bei der Distribution km
haben wir fu¨r die Zusta¨nde auf der oberen und unteren Massenschale gema¨ß (2.6) ein
relatives Minuszeichen eingefu¨hrt. Fu¨r den freien Diracoperator ist die Aufspaltung der
Eigenra¨ume in Zusta¨nde positiver und negativer Energie eindeutig. Durch die Sto¨rung des
Diracoperators werden aber die Zusta¨nde der beiden Massenschalen miteinander gemischt,
so daß wir nicht mehr auf kanonische Weise von positiven und negativen Energiezusta¨nden
sprechen ko¨nnen. Da in k˜m zwischen diesen Zusta¨nden dennoch durch ein relatives Vorzeichen
unterschieden werden muß, entha¨lt die Definition von k˜m eine gewisse Willku¨r. Diese
Willku¨r entspricht der Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung fu¨r k˜m.
Wegen der Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung mag es auf den ersten Blick nicht
sinnvoll erscheinen, u¨berhaupt mit der Distribution k˜m zu arbeiten. Wir erkla¨ren, warum
und in welchem Sinn k˜m fu¨r uns trotzdem nu¨tzlich ist: Nach den U¨berlegungen in der
Einleitung beschreiben wir die Sto¨rung des fermionischen Projektors durch eine allgemeine
unita¨re Transformation (1.43). Um einen Kontakt zur u¨blichen Formulierung physikalischer
Wechselwirkungen herzustellen, schreiben wir diese unita¨re Transformation gema¨ß (1.44)
in eine Sto¨rung des Diracoperators um. Nach Satz 2.2.2 la¨ßt sich jede unita¨re Transformation
durch eine geeignete Sto¨rung des Diracoperators beschreiben. Damit erfu¨llt die Sto¨rungsrechnung
(2.60), (2.61) genau den gewu¨nschten Zweck. Man kann sich u¨berlegen, daß sich mit
der alternativen Sto¨rungsrechnung (2.80) ebenfalls jede unita¨re Transformation realisieren
la¨ßt. In diesem Sinne sind die verschiedenen Varianten der Sto¨rungsrechnung also gleichwertig.
Die Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung betrifft somit nur die Frage, welcher Sto¨roperator
B zur Beschreibung einer bestimmten unita¨ren Transformation verwendet werden soll.
Dabei handelt es sich nicht um eine grundlegende Frage; es geht lediglich darum, mit
welcher Methode der Sto¨rungsrechnung der wechselwirkende fermionische Projektor am
besten mit Potentialen und klassischen Feldern beschrieben werden kann.
In Abschnitt 2.3.1 werden wir die Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung in allgemeinerem
Rahmen untersuchen. Es wird sich zeigen, daß (2.61) die gu¨nstigste Definition fu¨r k˜m ist.
2.2.2 Sto¨rungsrechnung im Ortsraum
Mit (2.60), (2.61) haben wir die Sto¨rungsrechnung fu¨r die Spektralprojektoren zwar formal
durchgefu¨hrt; wir haben aber noch keine Vorstellung davon, wie die Distributionen p˜m(x, y), k˜m(x, y)
konkret aussehen. Um den Zusammenhang zwischen der Sto¨rung des Diracoperators und
dessen Spektralzerlegung besser zu verstehen, wurden die Gleichungen (2.60), (2.61) in den
Anha¨ngen A-D fu¨r verschiedene Sto¨roperatoren B im Ortsraum ausgewertet. Als Ergebnis
erha¨lt man Formeln fu¨r p˜m(x, y), k˜m(x, y), an denen sich das singula¨re Verhalten dieser
Distributionen auf dem Lichtkegel explizit ablesen la¨ßt. In diesem Abschnitt wollen wir
die Technik dieser Rechnungen schematisch beschreiben und einige wichtige Ergebnisse
aus den Anha¨ngen A-D zusammenstellen.
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grundlegende Methode der Rechnung
Um das Prinzip der Rechnungen zu erkla¨ren, genu¨gt es, die Sto¨rung B = eA/ durch ein
elektromagnetisches Potential zu betrachten. Außerdem beschra¨nken wir uns zuna¨chst
auf die Sto¨rungsrechnung fu¨r km und den Fall m = 0. Wir wollen also gema¨ß (2.61) die
Gleichung
k˜0 = k0 − e(s0 A/ k0 + k0 A/ s0)
in eine explizitere Form bringen. Zuna¨chst ziehen wir mit Hilfe von (2.72), (2.37) zwei
partielle Ableitungen nach außen
= k0 − e (i∂/)(S0 A/K0 + K0 A/ S0)(i∂/) . (2.82)
Die Distributionen S0,K0 haben nach (2.73), (2.36) im Ortsraum den Tra¨ger auf dem
Lichtkegel
S0(x) = − 1
4π
δ(x2) , K0(x) = − i
4π2
δ(x2) ǫ(x0) .
Damit ko¨nnen wir die Terme S0 A/ P0, P0 A/ S0 in (2.82) als Integrale u¨ber den Schnitt
zweier Lichtkegel umschreiben, also formal
(S0 A/ K0)(x, y), (K0 A/ S0)(x, y) =
∫
d4z δ((x− z)2) δ((y − z)2) A/(z) · · · . (2.83)
Wir nennen Integrale dieses Typs Lichtkegelintegrale. Lichtkegelintegrale lassen sich technisch
recht gut handhaben. Insbesondere kann man die Randwerte auf dem Lichtkegel explizit
berechnen; man erha¨lt dabei Linienintegrale u¨ber das Argument, also z.B.
lim
z→y mit (x−y)2=0
(S0A/K0)(x, z), (K0A/S0)(x, z) =
∫ ∞
−∞
dλ A/(λy−(1−λ)x) · · · . (2.84)
Das verbleibende Problem besteht darin, die beiden partiellen Ableitungen i∂/ in (2.82)
zu berechnen. Wir beschreiben die Methode zur Einfachheit nur fu¨r (S0 A/ K0)(x, y) mit
x = 0 und partielle Ableitungen nach der Variablen y: Die Funktion f(y) := (S0A/K0)(0, y)
ist harmonisch,
✷f(y) = (S0 A/ (✷K0))(0, y) = 0 , (2.85)
außerdem sind die Randwerte von f auf dem Lichtkegel gema¨ß (2.84) explizit bekannt.
Falls f eine glatte Funktion ist, haben wir also
f|{y | y2=0} = f0 mit einer gegebenen Funktion f0 . (2.86)
Wir mu¨ssen die partiellen Ableitungen auf dem Lichtkegel ∂jf|{y | y2=0} mit Hilfe von f0
ausdru¨cken. Fu¨r die Richtungsableitungen tangential zum Lichtkegel ko¨nnen wir einfach
f0 ableiten
uj∂jf(y) = u
j∂jf0(y) falls y
2 = 0 und uy = 0 . (2.87)
Damit genu¨gt es, die Ableitung noch in einer beliebigen transversalen Richtung zu bestimmen.
Wir schreiben die Wellengleichung (2.85) mit Lichtkegelkoordinaten u = 12(t + r), v =
1
2(t− r), ϑ, ϕ um(
∂2
∂u ∂v
+
1
r
∂
∂v
− 1
r
∂
∂u
− 1
r2
∆s
)
f(u, v, ϑ, ϕ) = 0 , (2.88)
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dabei bezeichnet ∆s den spha¨rischen Laplace-Operator. Auf dem oberen Lichtkegel ko¨nnen
∂u, ∂ϑ, ∂ϕ als tangentiale Ableitungen gema¨ß (2.87) ausgefu¨hrt werden. Da (2.88) nur erste
Ableitungen nach v entha¨lt, ko¨nnen wir aus dieser Gleichung die transversale Ableitung
∂vf bestimmen. Dazu schreiben wir (2.88) in der Form
∂
∂u
(
u
∂
∂v
f(u, 0, ϑ, ϕ)
)
=
(
∂
∂u
+
1
u
∆s
)
f0(u, 0, ϑ, ϕ) , u > 0, v = 0
um und integrieren u¨ber u
∂
∂v
f(u0, 0, ϑ, ϕ) =
1
u0
∫ u0
0
∂
∂u
(
u
∂
∂v
f(u, 0, ϑ, ϕ)
)
du
=
1
u0
∫ u0
0
(
∂
∂u
+
1
u
∆s
)
f0(u, 0, ϑ, ϕ) du . (2.89)
Diese Rechnung in speziellen Koordinaten ist zwar nicht besonders elegant, man sieht
daran aber am schnellsten, daß die partiellen Ableitungen ∂jf auf dem Lichtkegel als
Linienintegrale u¨ber Ableitungen der Randwerte f0 darstellbar sind. Da ∂jf wieder eine
harmonische Funktion ist, kann das Verfahren iteriert werden und liefert so auch Formeln
fu¨r die ho¨heren partiellen Ableitungen von f .
Nach leichter Verallgemeinerung dieser Methode ko¨nnen die Ableitungen in (2.82)
ausgefu¨hrt werden. Gemeinsam mit (2.84) kann man das Verhalten von k˜0(x, y) auf dem
Lichtkegel mit geschachtelten Linienintegralen u¨ber das Potential A/ und dessen partielle
Ableitungen beschreiben. Diese geschachtelten Linienintegrale ko¨nnen schließlich in einfache
Linienintegrale umgeschrieben werden.
Die Methode (2.89) der Integration partieller Ableitungen la¨ngs des Lichtkegels ist
nicht neu. In [F] beispielsweise wird damit die Wellenausbreitung von Singularita¨ten
untersucht. Wir haben diese Technik erweitert und zur expliziten Berechnung von k˜m(x, y),
p˜m(x, y) ausgenutzt.
Die bisherige Beschreibung war stark vereinfacht. Wir erwa¨hnen kurz die auftretenden
Komplikationen und notwendigen Verallgemeinerungen: Zuna¨chst einmal ist die harmonische
Funktion f i.a. nicht glatt, sondern besitzt auf dem Lichtkegel Unstetigkeiten und Singularita¨ten.
Man kann also nicht mit (2.86) arbeiten, sondern muß bestimmte Grenzwerte von f(z)
fu¨r z → y und z2 6= 0, y2 = 0 betrachten. Dies wird in Anhang A genau beschrieben.
Im Fall m 6= 0 treten keine harmonischen Funktionen auf, so daß unsere Methode nicht
mehr anwendbar ist. Bei einer Entwicklung von k˜m nach m lassen sich aber die Beitra¨ge
jeder Ordnung mit den inneren Lichtkegelintegralen bestimmen. In Anhang B werden
diese Entwicklungsbeitra¨ge bis zur Ordnung O(m5) bestimmt. Bei der Sto¨rungsrechnung
fu¨r p0(x, y) tritt die Schwierigkeit auf, daß die zu (2.83) analogen Terme
(S0 A/ P0)(x, y), (P0 A/ S0)(x, y)
nicht mehr Lichtkegelintegrale sind, sondern wegen (2.35) eine kompliziertere Form haben.
Insbesondere treten nun logarithmische Singularita¨ten auf dem Lichtkegel auf, die in
Anhang C mit den verallgemeinerten Lichtkegelintegralen behandelt werden. In Anhang
D haben wir schließlich Methoden der inneren und verallgemeinerten Lichtkegelintegrale
kombiniert, um p˜m bei Entwicklung nach m bis zur Ordnung O(m3) zu berechnen.
Die Methoden, die wir gerade fu¨r das elektromagnetische Feld beschrieben haben,
lassen sich auf viele andere Sto¨rungen des Diracoperators u¨bertragen. In den Anha¨ngen A-
D werden allgemeine Matrixpotentiale (Aαβ(x))α,β=1,...,4 und verschiedene Sto¨rungen durch
Differentialoperatoren behandelt.
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Beschreibung einzelner Ergebnisse aus Anhang A-D
Wir wollen nun die Ergebnisse der Sto¨rungsrechnung im Ortsraum an verschiedenen
Beispielen diskutieren. Dazu beginnen wir wieder mit der Sto¨rung B = eA/ durch ein
elektromagnetisches Potential. Fu¨r die Distribution k0(x, y) ist der Sto¨rungsbeitrag
∆k0(x, y) := k˜0(x, y)− k0(x, y) = −e(s0 A/ k0 + k0 A/ s0)(x, y) (2.90)
in Theorem 5.1.1 auf Seite 170 explizit angegeben. Wir mu¨ssen zuna¨chst die verwendete
Notation erkla¨ren: Die Integrale
∫ y
x ,
∫ z
x bezeichnen Linienintegrale la¨ngs der Verbindungsstrecken
xy bzw. xz mit Integrationsvariable α, also∫ y
x
f ≡
∫ 1
0
f(αy + (1− α)x) dα ,
∫ z
x
f ≡
∫ 1
0
f(αz + (1− α)x) dα .
Fu¨r die δ-Distribution auf dem oberen und unteren Lichtkegel wird die Schreibweise l∨, l∧
verwendet,
l∨(ξ) = δ(ξ2) Θ(ξ0) , l∧(ξ) = δ(ξ2) Θ(−ξ0) .
Wie bereits im Theorem angegeben, ist ξ ≡ y − x, ζ ≡ z − x. Das Symbol ✸∫ bezeichnet
schließlich ein spezielles Lichtkegelintegral vom Typ (2.83). Die genaue Definition ist an
dieser Stelle nicht entscheidend; wichtig ist, daß die Funktion ✸
∫ y
x f nur dann beitra¨gt, wenn
y − x im oberen Lichtkegel liegt, also
✸
∫ y
x
f = 0 falls y 6∈ ℑ∨x :=
{
y | (y − x)2 > 0 und y0 − x0 > 0
}
.
Die Randwerte auf dem Lichtkegel sind wie in (2.84) Linienintegrale u¨ber f , genauer
lim
ℑ∨x∋u→y∈∂ℑ
∨
x
✸
∫ u
x
f =
π
2
∫ y
x
f .
Die Randwerte der Lichtkegelintegrale (5.5) bis (5.8) sind in Satz 5.1.2 auf Seite 170 zur
besseren U¨bersicht separat aufgefu¨hrt.
Da die Formel von Theorem 5.1.1 auf den ersten Blick etwas unu¨bersichtlich ist, wollen
wir sie genauer diskutieren. Zuna¨chst fa¨llt auf, daß die einzelnen Beitra¨ge (5.1) bis (5.8)
nach der Sta¨rke der Singularita¨t auf dem Lichtkegel geordnet sind: (5.1) verha¨lt sich auf
dem Lichtkegel wie δ′(ξ2), die Summanden (5.2) bis (5.4) besitzen eine δ(ξ2)-Singularita¨t,
bei den Lichtkegelintegralen (5.5) bis (5.8) tritt schließlich nur noch eine Unstetigkeit
∼ Θ(ξ2) auf. Wir haben also ∆k0(x, y) um den Lichtkegel entwickelt und alle Beitra¨ge bis
zur Ordnung O(ξ2) explizit berechnet, dabei bezeichnet O(ξ2) alle Distributionen f(x, y)
mit der Eigenschaft, daß |(x− y)−2 f(x, y)| regula¨r ist. Eine solche Lichtkegelentwicklung
ist sinnvoll, weil es uns auf das Verhalten von ∆k0(x, y) auf dem Lichtkegel ankommt. Die
schwa¨cher singula¨ren Beitra¨ge werden in der Planckna¨herung stets gegenu¨ber den sta¨rker
singula¨ren Beitra¨gen vernachla¨ssigbar sein. Alle nicht berechneten Beitra¨ge der Ordnung
O(ξ2) sind fu¨r uns tatsa¨chlich irrelevant.
Wir wollen die einzelnen Beitra¨ge etwas detaillierter betrachten: Das elektromagnetische
Potential A tritt lediglich im fu¨hrenden Term (5.1) auf; alle anderen Summanden sind
eichinvariant aus dem Feldsta¨rketensor Fij und dem Stromtensor jk aufgebaut. Um die
Bedeutung von (5.1) zu verstehen, betrachten wir den Spezialfall Aj = ∂jΛ. In diesem Fall
kann das elektromagnetische Potential durch die U(1)-Eichtransformation
Ψ(x) −→ exp(−ieΛ(x)) Ψ(x)
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global zum Verschwinden gebracht werden; dabei geht k˜m(x, y) in die freie Distribution
km(x, y) u¨ber. Folglich ko¨nnen wir k˜m exakt angeben,
k˜m(x, y) = exp (ieΛ(x) − ieΛ(y)) km(x, y) ,
und erhalten in erster Ordnung in den Potentialen
∆km(x, y) = ie (Λ(x)− Λ(y)) km(x, y) = −ie
(∫ y
x
Ajξ
j
)
km(x, y) . (2.91)
Theorem 5.1.1 liefert fu¨rm = 0 das gleiche Ergebnis, denn wegen Fij = jk = 0 verschwinden
(5.2) bis (5.8). Wir sehen auf diese Weise, daß der Beitrag (5.1) fu¨r das richtige Eichtransformationsverhalten
verantwortlich ist. Er wird Eichterm genannt. Wir bezeichnen die anderen Beitra¨ge (5.3),
(5.4) als Feldsta¨rketerme und die Summanden (5.2), (5.8) als Stromterme. Die Lichtkegelintegrale
(5.5) bis (5.7) enthalten schließlich ho¨here Ableitungen ✷Fjk, ✷jk von Feldsta¨rke und
Maxwellstrom.
Wir haben fu¨r die Spektralprojektoren k˜m, p˜m weitere Formeln a¨hnlicher Form abgeleitet:
In Theorem 5.2.1 auf Seite 172 sind die Beitra¨ge von ∆km(x, y) bei Entwicklung nach m
bis zur Ordnung O(m5) aufgelistet, dabei ist
Θ∨(ξ) := Θ(ξ2) Θ(ξ0) , Θ∧(ξ) := Θ(ξ2) Θ(−ξ0) .
Der Eichterm (5.27) beschreibt eine lokale Phasentransformation; zusa¨tzlich treten die
Feldsta¨rketerme (5.28), (5.30), (5.31), (5.33), (5.35), (5.36) und die Stromterme (5.29),
(5.32), (5.34), (5.37) auf. In Satz 5.2.2 auf Seite 172 sind die Randwerte der Lichtkegelintegrale
(5.28) bis (5.32) angegeben. Fu¨r die Distribution pm wurde die Sto¨rungsrechnung in
Theorem 5.3.1 auf Seite 175 und Theorem 5.4.1 auf Seite 176 durchgefu¨hrt. Es treten ganz
analoge Beitra¨ge wie bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r km auf, nur haben die Singularita¨ten auf
dem Lichtkegel eine andere Form. Man beachte insbesondere das log(|ξ2|)-Verhalten der
Stromterme (5.84), (5.100), (5.103); in Verallgemeinerung der Schreibweise (2.45) ha¨ngt
dabei die Konstante C auch vom Maxwellstrom ab.
An diesen Formeln la¨ßt sich allgemein ablesen, daß die Singularita¨ten von p˜m, k˜m auf
dem Lichtkegel mit steigender Ordnung inm schwa¨cher werden. Fu¨r die freien Distributionen
haben wir das schon auf Seite 48 festgestellt; es gilt aber auch fu¨r alle Sto¨rbeitra¨ge. Dazu
vergleiche man z.B. die Stromterme (5.2), (5.32), (5.37) oder die Feldsta¨rketerme (5.28),
(5.33). Erst aufgrund dieser Tatsache ist bei einer Lichtkegelentwicklung von p˜m, k˜m eine
Taylorentwicklung nach m sinnvoll. Beispielsweise sind die Stromterme ∼ m4, (5.37), in
Planckna¨herung gegenu¨ber (5.32) vernachla¨ssigbar. Tatsa¨chlich werden alle nicht berechneten
Sto¨rungsbeitra¨ge der Ordnung O(m5) fu¨r uns keine Rolle spielen.
Wir werden zu Beginn des na¨chsten Kapitels 3 u¨berlegen, warum auch die Analogie der
Entwicklungsformeln fu¨r ∆km und ∆pm allgemeinen Charakter hat. Im Moment genu¨gt
es, wenn wir dies empirisch festhalten. Wegen der Analogie werden wir fu¨r den Rest des
Abschnitts oft nur die Distribution ∆km diskutieren.
Bei den gerade besprochenen Formeln fu¨r ∆pm(x, y),∆km(x, y) handelt es sich einfach
um mathematische Ergebnisse la¨ngerer Rechnungen. Trotzdem wollen wir versuchen zu
beschreiben, wie die verschiedenen Beitra¨ge bei unserer Vorstellung des fermionischen
Projektors anschaulich zu verstehen sind: Gema¨ß (2.20) la¨ßt sich mit den Distributionen
pm, km ein Diracsee im Vakuum beschreiben. Mit der Sto¨rung B = eA/ des Diracoperators
fu¨hren wir in das System ein a¨ußeres elektromagnetisches Feld ein. Den Diracsee mit
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elektromagnetischem Feld beschreiben wir analog zu (2.20) durch p˜m, k˜m; er ist formal
aus Fermionen mit Wellenfunktionen Ψ˜a aufgebaut,
1
2
(p˜m − k˜m)(x, y) =
∑
a
Ψ˜a(x) Ψ˜a(y) . (2.92)
Im Fall Aj = ∂jΛ wird lediglich die Phase der Wellenfunktionen transformiert, was
in (2.92) zu einer Phasenverschiebung fu¨hrt. Diese Phasenverschiebung wird durch die
Eichterme beschrieben. Im allgemeinen Fall ist die Situation komplizierter, weil auf die
Fermionen zusa¨tzlich elektromagnetische Kra¨fte wirken. Die Wellenfunktionen Ψ˜a geben
die quantenmechanische Bewegung der Fermionen im a¨ußeren Feld an. Gema¨ß (2.92)
wird diese kollektive Bewegung im Kraftfeld auch durch p˜m, k˜m beschrieben und fu¨hrt
insbesondere auf die Feldsta¨rke- und Stromterme.
Damit gehen wir zur Besprechnung anderer Sto¨rungen des Diracoperators u¨ber. Die
Sto¨rung B = eρA/ durch ein axiales Potential hat A¨hnlichkeit mit derjenigen durch ein
elektromagnetisches Feld. Fu¨r m = 0 ko¨nnen wir die Sto¨rungsrechnung fu¨r B = eA/
u¨bernehmen, denn nach den Umformungen
∆k0 = −e (s0 ρA/ k0 + k0 ρA/ s0) = eρ (s0 A/ k0 + k0 A/ s0)
∆p0 = −e (s0 ρA/ p0 + p0 ρA/ s0) = eρ (s0 A/ p0 + p0 A/ s0)
brauchen wir nur die Ergebnisse von Theorem 5.1.1 und Theorem 5.3.1 mit dem Faktor
−ρ zu multiplizieren. Bei den Sto¨rungsbeitra¨gen ho¨herer Ordnung in der Masse ist der
Zusammenhang nicht ganz so einfach; die Ergebnisse sind in Theorem 5.2.3, Satz 5.2.4 auf
Seite 173, 173 und in Theorem 5.4.2 auf Seite 177 aufgelistet. In (5.45), (5.46) sind ▽
∫
, △
∫
innere Lichtkegelintegrale; bei Lichtkegelentwicklung fu¨hren sie auf Beitra¨ge ∼ ξ2 Θ∨(ξ)
bzw. ∼ ξ2 Θ∧(ξ). Anstelle der Eichterme treten nun die Pseudoeichterme (5.38), (5.39),
(5.44) auf. Sie zeigen auf dem Lichtkegel das gleiche singula¨re Verhalten, haben aber mit
ie
∫ y
x
ρ Ajξ
j [km(x, y), pm(x, y)] in gerader Ordnung in m
ie
∫ y
x
ρ
1
2
[ξ/,A/] [km(x, y), pm(x, y)] in ungerader Ordnung in m
eine etwas andere Form. Die Summanden (5.40), (5.41), (5.42), (5.45) modifizieren die
Feldsta¨rke- und Stromterme in (5.38). Als wesentlicher Unterschied zur Sto¨rung durch ein
elektromagnetisches Potential kommen mit (5.43), (5.46) zusa¨tzliche Beitra¨ge im axialen
Potential vor, die wir Massenterme nennen. Wie in der Einleitung beschrieben, ha¨ngt
das Auftreten der Pseudoeichterme und Massenterme damit zusammen, daß dem axialen
Potential keine lokale Eichsymmetrie entspricht.
Wir kommen zur Sto¨rung durch Gravitationsfelder. Wie in [F1] erkla¨rt und in der
Einleitung kurz wiederholt wurde, beschreiben wir die Gravitation mit dem allgemeinen
Diracoperator (1.6), aus dem die Lorentzmetrik gema¨ß (1.7) konstruiert wird. Koordinaten-
und Eichtransformationen sind u¨ber eine Untergruppe der Eichgruppe miteinander verknu¨pft.
Mit unserer Sto¨rungsrechnung erster Ordnung ko¨nnen wir selbstversta¨ndlich nur eine
linearisierte Gravitationstheorie beschreiben. In den Anha¨ngen A-D haben wir die verallgemeinerten
Diracmatrizen in der Form
Gj(x) = γj +
3∑
k=0
hjk(x) γk (2.93)
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mit einem (ohne Einschra¨nkung) symmetrischen Tensorfeld hjk angesetzt und hjk in
linearer Na¨herung behandelt. Fu¨r die Lorentzmetrik (1.7) erha¨lt man
gij(x) = ηij − 2hij(x) (2.94)
mit der Minkowski-Metrik ηij . Der Ansatz (2.93) fu¨hrt gema¨ß (1.6) auf eine Sto¨rung des
Diracoperators durch einen Differentialoperator erster Ordnung (im Grad der Ableitung).
Die Ergebnisse der Sto¨rungsrechnung sind fu¨r km(x, y) in Theorem 5.1.3, Theorem 5.2.5
auf den Seiten 171, 173 und fu¨r pm(x, y) in Theorem 5.3.2, Theorem 5.2.5 auf den Seiten
176, 173 zusammengestellt. Fu¨r die Diskussion dieser Formeln betrachten wir zuna¨chst den
Spezialfall, daß die Metrik (2.94) durch eine infinitesimale Koordinatentransformation
xi −→ xi + κi(x)
aus der Minkowski-Metrik hervorgeht, das bedeutet
hij =
1
2
(∂iκj − ∂jκi) . (2.95)
Da wir das Verhalten von km(x, y) bei Koordinatentransformationen kennen, ko¨nnen wir
k˜m(x, y) direkt angeben
k˜m(x, y) = km(x− κ(x), y − κ(y))
= km(x, y) − κk(x) ∂
∂xk
km(x, y) − κk(y) ∂
∂yk
km(x, y)
= km(x, y) − (κk(y)− κk(x)) ∂
∂yk
km(x, y) . (2.96)
Wir wollen untersuchen, auf welche Weise Theorem 5.1.3, Theorem 5.2.5 auf das gleiche
Ergebnis fu¨hrt. Dazu setzen wir in (2.95) den fu¨hrenden Term (5.13), (5.48) ein
−
(∫ y
x
hkj
)
ξj
∂
∂yk
km(x, y) = −1
2
∫ y
x
(∂jκ
k + ∂kκj) ξ
j ∂
∂yk
km(x, y)
= −
∫ y
x
(∂jκ
k) ξj
∂
∂yk
km(x, y) +
1
2
∫ y
x
(∂jκ
k − ∂kκj) ξj ∂
∂yk
km(x, y) .
Das erste Integral kann partiell integriert werden,
= −(κk(y)− κk(x)) ∂
∂yk
km(x, y) +
1
2
∫ y
x
(∂jκ
k − ∂kκj) ξj ∂
∂yk
km(x, y) , (2.97)
und liefert den gesuchten Ausdruck (2.96). Das Integral in (2.97) ist auf dem Lichtkegel
schwa¨cher singula¨r als der erste Summand, denn dort fa¨llt die sta¨rkste Singularita¨t ∼
K ′′m2(ξ
2) der Distribution
∂
∂yk
km(x, y) =
∂
∂yk
(i∂/x +m)Km2(ξ
2)
=
∂
∂yk
(
−2iξ/K ′m2(ξ2) + mKm2(ξ2)
)
= −4i ξk ξ/ K ′′m2(ξ2) − 2(iγk −mξk)K ′m2(ξ2)
wegen der Antisymmetrie des Vektorfeldes ∂jκ
k − ∂kκj weg. Wir kommen zu dem Schluß,
daß die Summanden(5.13), (5.48) die fu¨hrende Singularita¨t auf dem Lichtkegel richtig
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beschreiben. Die Beitra¨ge (5.14), (5.15), (5.49), (5.54), (5.55) werden beno¨tigt, um den
zweiten Summanden in (2.97) zu kompensieren. Weil die zugeho¨rige Rechnung etwas
aufwendiger ist, wollen wir darauf hier nicht na¨her eingehen. Da der Kru¨mmungstensor
verschwindet, fallen alle anderen Summanden der Lichtkegelentwicklung weg.
Die Beitra¨ge (5.13), (5.48), (5.14), (5.15), (5.49), (5.54) sind allgemein fu¨r das richtige
Verhalten bei Koordinatentransformationen verantwortlich. Wir nennen sie Diffeomorphismenterme.
Alle anderen Beitra¨ge sind kovariant aus dem Riemannschen Kru¨mmungstensor und dessen
Ableitungen aufgebaut. Die Summanden (5.16), (5.21), (5.50), (5.56), (5.57) enthalten den
Ricci- oder Einsteintensor und werden Kru¨mmungsterme genannt.
Mit den elektromagnetischen und axialen Potentialen sowie dem Gravitationsfeld haben
wir nun alle klassischen Felder untersucht, die u¨blicherweise im Zusammenhang mit der
Diracgleichung betrachtet werden. Um einen besseren U¨berblick zu bekommen, haben
wir in den Anha¨ngen weitere Sto¨rungen des Diracoperators behandelt. Wir erwa¨hnen
abschließend die Sto¨rung durch skalare und pseudoskalare Potentiale: Die skalare Sto¨rung
B = Ξ(x) mit einer reellen Funktion Ξ wird fu¨r km in Theorem 5.1.4, Theorem 5.2.6
auf den Seiten 171, 174 und fu¨r pm in Theorem 5.3.3, Theorem 5.4.4 auf den Seiten
176, 178 untersucht. Falls Ξ nicht von x abha¨ngt, ko¨nnen wir die skalare Sto¨rung in der
Diracgleichung einfach mit der Masse zusammenfassen
(i∂/ − (m− Ξ)) Ψ˜a = 0 . (2.98)
Daher ist einleuchtend, daß die Beitra¨ge (5.22), (5.63), (5.66), (5.69) eine lokale Massenverschiebung
von km beschreiben. Die restlichen Summanden enthalten Ableitungen von Ξ und sind auf
dem Lichtkegel schwa¨cher singula¨r. Bei der pseudoskalaren Sto¨rung B = iρΞ(x) mit einer
reellen Funktion Ξ la¨ßt sich der Fall m = 0 nach den Umformungen
∆k0 = −i (s0 ρΞ k0 + k0 ρΞ s0) = iρ (s0 Ξ k0 + k0 Ξ s0)
∆p0 = −i (s0 ρΞ p0 + p0 ρΞ s0) = iρ (s0 Ξ p0 + p0 Ξ s0)
auf die Sto¨rungsrechnung fu¨r skalare Sto¨rungen zuru¨ckfu¨hren; wir mu¨ssen nur die Ergebnisse
von Theorem 5.1.4, Theorem 5.2.6 mit einem Faktor −iρ multiplizieren. Fu¨r m 6= 0 sind
die Ergebnisse in Theorem 5.2.7 und Theorem 5.4.5 auf Seite 175, 178 zusammengestellt.
Analog zu (2.98) haben wir fu¨r konstantes Ξ die Diracgleichung
(i∂/ − (m− iρΞ)) Ψ˜a = 0 , (2.99)
so daß mit (5.22), (5.73) eine dynamische axiale Fermionmasse eingefu¨hrt wird.
2.2.3 Sto¨rungsrechnung fu¨r P (x, y) mit Massenasymmetrie
Nachdem die Sto¨rungsrechnung fu¨r pm, km durchgefu¨hrt ist, ko¨nnen wir uns nun der
Sto¨rungsrechnung fu¨r den fermionischen Projektor zuwenden. Wir bezeichnen den gesto¨rten
fermionischen Projektor P˜ (x, y) wie in der Einleitung mit einer zusa¨tzlichen Tilde. Im
Fall eines Diracsees (2.20) brauchen wir nur pm, km durch die gesto¨rten Distributionen zu
ersetzen
P˜ (x, y) =
1
2
(p˜m − k˜m)(x, y) .
Im allgemeinen Fall (2.34) ist die Situation komplizierter, sobald der Sto¨roperator B nicht
mit den Asymmetriematrizen X,Y kommutiert. In diesem Abschnitt beschra¨nken wir uns
mit der Annahme X = 1 auf die Sto¨rungsrechnung mit Massenasymmetrie, im na¨chsten
Abschnitt wird der Fall mit zusa¨tzlicher chiraler Asymmetrie behandelt.
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ein einfaches Beispiel
Um das eigentliche Problem bei der Sto¨rungsrechnung mit Massenasymmetrie herauszuarbeiten,
beginnen wir mit einem Beispiel und betrachten bei Spindimension 8 und bei einer Teilchenfamilie
den freien fermionischen Projektor
P (x, y) =
2⊕
j=1
1
2
(pmj − kmj )(x, y) . (2.100)
In Analogie zum Standardmodell nennen wir den Blockindex j auch Isospinindex und den
zugeho¨rigen Vektorraum IC2 = IC2iso Isospinraum.
Im Fall m1 = m2 = m ohne Massendrehung, also
P (x, y) =
1
2
(pm − km)(x, y) ⊗ 1 iso ,
la¨ßt sich die Sto¨rungsrechnung auf ganz naheliegende Weise durchfu¨hren: Der gesto¨rte
Diracoperator hat bei der Zerlegung IC8 = IC4 ⊗ IC2iso des Spinorraumes die Form
i∂/⊗ 1 + B = i∂/⊗ 1 +
3∑
i=0
Bi ⊗ σi
mit Pauli-Matrizen σ0 = 1 , ~σ. Wir setzen in Analogie zu (2.60), (2.61)
∆pm[Bi] = −sm Bi pm − pm B sm
∆km[Bi] = −sm Bi km − km B sm und
P˜ (x, y) =
1
2
(pm − km)(x, y) ⊗ 1 +
3∑
i=0
1
2
(
∆pm[Bi]−∆km[Bi]
)
(x, y) ⊗ σi .(2.101)
A¨quivalent la¨ßt sich die Sto¨rungsrechnung in Verallgemeinerung von Satz 2.2.2 auch mit
der unita¨ren Transformation
U [B] = 1 −
3∑
i=0
∫
IR∪iIR
dm sm Bi pm ⊗ σi (2.102)
beschreiben, also
P˜ (x, y) = (U P U∗)(x, y) . (2.103)
Im Fall m1 6= m2 mit Massendrehung ko¨nnte man versuchen, einfach die unita¨re
Transformation (2.103) auf den freien fermionischen Projektor (2.100) anzuwenden. Im
Operatorkalku¨l erha¨lt man dabei unter Verwendung von (2.70)
P˜ − P =
3∑
i=0
∫
IR∪iIR
dm
(
−(sm Bi pm ⊗ σ1) P + P (sm Bi pm ⊗ σ1)
)
=
3∑
i=0
∫
IR∪iIR
dm
(
−(sm Bi pm ⊗ σ1) P − P (pm Bi sm ⊗ σ1)
)
.
Wir betrachten die diagonalen und außerdiagonalen Isospinbeitra¨ge getrennt. Nach Einsetzen
von (2.100) ko¨nnen wir die Integration u¨ber m mit Hilfe von (2.12), (2.13) ausfu¨hren
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und erhalten bei einer Blockmatrixdarstellung im Isospin und mit der Abku¨rzung lm =
1
2(pm − km)
= −
∑
i=0,3
(
sm1 0
0 sm2
)
Biσi
(
lm1 0
0 lm2
)
+
(
lm1 0
0 lm2
)
Biσi
(
sm1 0
0 sm2
)
(2.104)
−
∑
i=1,2
(
sm2 0
0 sm1
)
Biσi
(
lm1 0
0 lm2
)
+
(
lm1 0
0 lm2
)
Biσi
(
sm2 0
0 sm1
)
(2.105)
= −
∑
i=0,3
σi
(
sm1Bilm1 + lm1Bism1 0
0 sm2Bilm2 + lm2Bism2
)
(2.106)
−
∑
i=1,2
σi
(
sm1Bilm1 + lm2Bism2 0
0 sm2Bilm2 + lm1Bism1
)
. (2.107)
Die Matrixeintra¨ge in (2.106) sind genau von der Form wie bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r
pm, km. In den außerdiagonalen Beitra¨gen (2.107) kommen dagegen Kombinationen der
Form
sm1 B pm1 + pm2 B sm2 , sm1 B km1 + km2 B sm2 (2.108)
vor, bei welchen in beiden Summanden verschiedene Massenparameter auftreten.
nichtlokale Linienintegrale
Wir wollen die Terme in (2.108) exemplarisch an dem Ausdruck
∆km1,m2 := −e (sm1 A/ km1 + km2 A/ sm2) (2.109)
mit einem Potential A studieren. Fu¨r m1 = m2 stimmt ∆km1,m2 mit ∆km, (2.90), u¨berein,
so daß dieser Grenzfall in den Anha¨ngen und im vorigen Abschnitt ausfu¨hrlich behandelt
wurde. Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Eichterme, die wir mit dem Symbol
‘≍’ kennzeichnen, also
∆km,m(x, y) ≍ −ie
(∫ y
x
Ajξ
j
)
km(x, y) . (2.110)
Die Eichterme beschreiben gema¨ß (2.91) das Verhalten von km bei Eichtransformationen.
Man kann sich die Eichsymmetrie der Sto¨rungsrechnung fu¨r km auch im Operatorkalku¨l
klarmachen: Im Spezialfall Aj = ∂jΛ hat man
∆km,m = −e (sm (∂/Λ) km + km (∂/Λ) sm)
= ie (sm [i∂/−m, Λ] km + km [i∂/−m, Λ] sm) ,
wobei die Funktion Λ im Kommutator als Multiplikationsoperator aufgefaßt wird. Wir
nutzen aus, daß der Operator (i∂/ −m) mit sm, km kommutiert und wenden (2.8), (2.62)
an
= ie (((i∂/−m)sm) Λ km − sm Λ ((i∂/−m)km)
+ ((i∂/−m)km) Λ sm − km Λ ((i∂/ −m)sm))
= ie (Λ km − km Λ) . (2.111)
Im Ortsraum stimmt diese Formel mit (2.110) u¨berein.
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Wir wissen im Moment nicht, wie das Analogon zu den Eichtermen (2.110) fu¨r ∆km1,m2
und m1 6= m2 aussieht. Im Grenzfall Aj = ∂jΛ ko¨nnen wir aber die Operatorrechnung
(2.111) u¨bertragen und erhalten
∆km1,m2 = ie (sm1 [i∂/ −m1, Λ] km1 + km2 [i∂/−m2, Λ] sm2)
= ie (Λ km1 − km2 Λ) ,
also im Ortsraum
∆km1,m2(x, y) = ie (Λ(x) km1(x, y) − Λ(y) km2(x, y)) . (2.112)
Nach dieser Rechnung ist plausibel (und wird in Anhang C bewiesen), daß die Eichterme
die Form
∆km1,m2(x, y) ≍ −
ie
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) Aj(λy + (1− λ)x) ξj km1(x, y)
+
ie
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ− 1) Aj(λy + (1− λ)x) ξj km2(x, y) (2.113)
haben. Als wesentlicher Unterschied zu (2.110) reichen die Linienintegrale u¨ber die Potentiale
nun bis ins Unendliche. Wir nennen in der Sto¨rungsrechnung auftretende unbeschra¨nkte
Linienintegrale allgemein nichtlokale Linienintegrale.
Das Auftreten nichtlokaler Linienintegrale la¨ßt sich auch mit einer Eichtransformation
im Isospinraum einsehen: Wir gehen zuru¨ck zur Sto¨rungsrechnung fu¨r P (x, y), (2.106),
(2.107), und betrachten als Sto¨roperator die U(2)-Potentiale Bi = ∂/Λi mit reellen Funktionen
Λi. Analog zur Rechnung (2.111) folgt
P˜ (x, y) = (1 ⊗ V (x)) P (x, y) (1 ⊗ V (y)∗) mit V (x) = 1 + i
3∑
k=0
Λk(x) σk . (2.114)
Wir betrachten fu¨r festes x, y die spezielle Situation, daß das Matrixfeld V in einer
Umgebung U von xy konstant ist, also V|U = V0. Da der freie fermionische Projektor
fu¨r m1 6= m2 auf dem Isospinraum nicht trivial ist, ha¨ngt der gesto¨rte Projektor gema¨ß
(2.114) explizit von V0 ab. Auf der anderen Seite verschwinden die Sto¨rpotentiale Bi = ∂/Λi
als partielle Ableitungen von V in der Menge U und damit la¨ngs xy. Insgesamt folgt,
daß in P˜ (x, y) auch das Potential außerhalb der Verbindungsstrecke xy eingehen muß. In
der Sto¨rungsrechnung zeigt sich dies daran, daß in den außerdiagonalen Matrixelementen
(2.107) bei Termen der Form (2.112) nichtlokale Linienintegrale vorkommen.
das Problem bei nichtlokalen Linienintegralen
Wir wollen nun die Schwierigkeit der nichtlokalen Linienintegrale allgemein (also ohne
Bezug auf die Sto¨rungsrechnung mit Massenasymmetrie) diskutieren.
Die nichtlokalen Linienintegrale fu¨hren auf ein prinzipielles Problem, wenn wir einen
Zusammenhang zu klassischen Feldgleichungen herstellen wollen: In Abschnitt 4.5 werden
wir fu¨r den klassischen Grenzfall der Gleichungen der diskreten Raumzeit die Lichtkegelentwicklung
eines zusammengesetzten Ausdrucks in P˜ (x, y) untersuchen. Wir brauchen an dieser Stelle
noch keine Einzelheiten dieser Rechnungen vorwegzunehmen; es genu¨gt zu wissen, daß es
dabei letztlich nur auf das Verhalten von P˜ (x, y) am Ursprung, also fu¨r x ≈ y ankommt.
Unter dieser Annahme kann man den klassischen Grenzfall bereits schematisch verstehen;
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wir betrachten als Beispiel das elektromagnetische Feld. Die im vorigen Abschnitt angesprochenen
Stromterme (5.8), (5.84) liefern zu p˜m(x, y), k˜m(x, y) und damit auch zu P˜ (x, y) einen
Beitrag der Form ∫ y
x
jkγ
k (Distribution in (y − x)) . (2.115)
Ein einzelner Fermionzustand fu¨hrt zu einer Sto¨rung Ψ(x)Ψ(y) des fermionischen Projektors
P˜ (x, y). Im Grenzfall x = y sind diese Beitra¨ge proportional zumMaxwell- und Diracstrom
jk(x), Ψ(x)γkΨ(x). Wir ko¨nnen hoffen, bei geeigneter Wahl der Gleichungen der diskreten
Raumzeit eine Relation zwischen diesen Vektorfeldern, genauer gesagt die Maxwellgleichungen
jk(x) = eΨ(x) γk Ψ(x) ,
zu erhalten. Im Fall mit nichtlokalen Linienintegralen treten zusa¨tzlich zu (2.115) unbeschra¨nkte
Integrale u¨ber die Potentiale auf, beispielsweise∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) γk jk(λy + (1− λ)x) (Distribution in (y − x)) . (2.116)
In dieses Integral geht auch fu¨r x ≈ y der Maxwellstrom la¨ngs einer Geraden ein, die
bis ins Unendliche la¨uft. Folglich ko¨nnen wir im Limes y → x keine lokalen Gleichungen
mehr erwarten. Durch nichtlokale Linienintegrale scheint also die Lokalita¨t der klassischen
Feldgleichungen gefa¨hrdet.
Bei genauerer Untersuchung der Sto¨rbeitra¨ge wird dieses Problem noch deutlicher: Im
Linienintegral in (2.115) existiert der Limes y → x. Um zu sehen, ob das im nichtlokalen
Linienintegral (2.116) auch der Fall ist, betrachten wir fu¨r festes x den Punkt y la¨ngs der
Geraden y = αz + (1− α)x. Mit einer Variablensubstitution erha¨lt man∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) γk jk(λy + (1− λ)x) = 1
α
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) γk jk(λz + (1− λx)) .
Man sieht an dieser Formel, daß das nichtlokale Linienintegral fu¨r y → x einen Pol
besitzt. Die beiden Linienintegrale in (2.115), (2.116) zeigen also ein unterschiedliches
Verhalten am Ursprung. Dies hat zur Folge, daß Beitra¨ge der Form (2.115), (2.116) in
den Gleichungen der diskreten Raumzeit auseinandergehalten werden ko¨nnen. Anders
ausgedru¨ckt, liefern die Gleichungen der diskreten Raumzeit unabha¨ngige Bedingungen fu¨r
diese Beitra¨ge. Wie gerade beschrieben wurde, ko¨nnen wir hoffen, daß die Bedingungen an
die Beitra¨ge der Form (2.115) klassische Feldgleichungen liefern. Da die Terme (2.116) nicht
durch andere Beitra¨ge (etwa Diracstro¨me) kompensiert werden ko¨nnen, implizieren die
Bedingungen an diese Terme, daß keine nichtlokalen Linienintegrale u¨ber den Maxwellstrom
auftreten du¨rfen. Mit dieser scha¨rferen Bedingung ist die Lokalita¨t der klassischen Gleichungen
wieder sichergestellt: wenn alle nichtlokalen Linienintegrale (2.116) als Folge der Gleichungen
der diskreten Raumzeit verschwinden, du¨rfen lediglich Beitra¨ge der Form (2.115) auftreten,
was zwangsla¨ufig auf lokale Feldgleichungen fu¨hrt.
Diese Argumentation ist natu¨rlich nicht vo¨llig befriedigend, weil wir Ergebnisse spa¨terer
Rechnungen qualitativ vorwegnehmen mußten. Außerdem haben wir uns zur Einfachheit
auf die Stromterme beschra¨nkt (die U¨berlegung gilt analog fu¨r viele andere Sto¨rungsbeitra¨ge,
z.B. Massenterme, Kru¨mmungsterme oder Pseudoeichterme). Unsere Diskussion der Stromterme
(2.115), (2.116) dient auch nur als Motivation fu¨r die allgemeine mathematische
Forderung: In der Sto¨rungsrechnung du¨rfen keine nichtlokalen
Linienintegrale auftreten.
(2.117)
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An dieser Forderung werden wir wa¨hrend der gesamten Arbeit festhalten; wir werden sie
aber an verschiedenen Stellen hinterfragen und mit weiteren Argumenten stu¨tzen. Sie wird
sowohl Bedingungen an die Methode der Sto¨rungsrechnung als auch an den Sto¨roperator
B liefern.
Durchfu¨hrung der Sto¨rungsrechnung
Gema¨ß unserer Forderung (2.117) muß die Sto¨rungsrechnung (2.104), (2.105) so modifiziert
werden, daß keine nichtlokalen Linienintegrale mehr auftreten. Wir fu¨hren die Konstruktion
gleich allgemein durch: Wir fu¨gen in die Reihenentwicklungen von pm, km, sm
pm =
∞∑
l=0
ml p(l) + log(m)
∞∑
l=2
ml q(l)
km =
∞∑
l=0
ml k(l) , sm =
∞∑
l=0
ml s(l)
(wir haben zur Deutlichkeit die logm-Terme gema¨ß (2.41) mitberu¨cksichtigt)
die Massenmatrix Y ein und definieren
p[m] :=
∞∑
l=0
ml Y lp(l) + log(mY )
∞∑
l=2
ml Y l q(l) (2.118)
k[m] :=
∞∑
l=0
ml Y l k(l) , s[m] :=
∞∑
l=0
ml Y l s(l) . (2.119)
Den Index ‘[m]’ lassen wir auch oft weg. Der freie fermionische Projektor (2.42), (2.43)
kann in der Form
P (x, y) =
1
2
TrF ((p− k)(x, y)) (2.120)
geschrieben werden; nach Absorbieren der logm-Terme mit der Notation (2.45) erha¨lt
man (2.34). Die Distributionen p, k und s sind Lo¨sungen bzw. die Greensfunktion der
Diracgleichung mit Massenmatrix
(i∂/−mY ) p = (i∂/−mY ) k = 0
(i∂/−mY ) s = 1 .
Wir setzen in Analogie zu (2.60), (2.61)
p˜ = p− s B p− p B s , k˜ = k − s B k − k B s (2.121)
und schließlich
P˜ (x, y) =
1
2
TrF
(
(p˜ − k˜)(x, y)
)
. (2.122)
Diese Sto¨rungsrechnung la¨ßt sich auch mit einer unita¨ren Transformation beschreiben:
Satz 2.2.4 Der Operator
U [B] = 1−
∫
IR∪iIR
dm s[m] B p[m] (2.123)
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ist als Operator auf H ⊗ ICf (in erster Ordnung in B) unita¨r und
p˜ = U p U∗ , k˜ = U k U∗ (2.124)
P˜ =
1
2
TrF (U (p− k) U∗) (2.125)
Zu jeder infinitesimalen unita¨ren Transformation V = 1 + iA (mit einem hermiteschen
Operator A) gibt es einen Sto¨roperator B mit U [B] = V .
Beweis: Da Y gema¨ß (2.31) eine Diagonalmatrix ist, kann der Beweis von Satz 2.2.2
wo¨rtlich u¨bernommen werden. ✷
Man beachte, daß die Operatoren s, k, p, U nicht auf dem Zustandsraum H, sondern auf
H⊗ICf wirken. Damit u¨bernimmt der Flavour-Raum, den wir zuna¨chst nur zur Indizierung
der Familien im freien fermionischen Projektor eingefu¨hrt haben, in der Sto¨rungsrechnung
mit Massenasymmetrie eine wichtigere Rolle.
physikalische Interpretation
Zur Diskussion der Sto¨rungsrechnung (2.121), (2.122) gehen wir zuru¨ck zu Beispiel (2.100).
Im Gegensatz zu (2.104), (2.105) hat man nun fu¨r den gesto¨rten freien Projektor
P˜ = P
−
3∑
i=0
(
sm1 0
0 sm2
)
Biσi
(
lm1 0
0 lm2
)
+
(
lm1 0
0 lm2
)
Biσi
(
sm1 0
0 sm2
)
.(2.126)
Als wesentlicher Unterschied sind nun auch die im Isospin außerdiagonalen Beitra¨ge zu P˜
in s, l symmetrisch, anstelle von (2.108) treten Kombinationen der Form
sm1 B pm2 + pm1 B sm2 , sm1 B km2 + km1 B sm2 (2.127)
auf. Durch Lichtkegelentwicklung kann man explizit verifizieren, daß in (2.127) keine
nichtlokalen Linienintegrale auftreten, worauf wir aber hier nicht na¨her eingehen.
Wir wollen versuchen, den Unterschied zwischen (2.104), (2.105) und der Sto¨rungsrechnung
(2.126) anschaulich zu interpretieren. Dazu beginnen wir mit dem Grenzfall (2.101) ohne
Massenasymmetrie, in welchem die verschiedenen Varianten der Sto¨rungsrechnung u¨bereinstimmen.
Die Eigenzusta¨nde des gesto¨rten Diracoperators sind Linearkombinationen der freien Eigenzusta¨nde,
also formal
Ψ˜a =
∑
b
cab Ψb . (2.128)
mit komplexen Koeffizienten cab. Die Mischung der freien Zusta¨nde findet sowohl zwischen
Zusta¨nden der gleichen Masse als auch zwischen Zusta¨nden verschiedener Masse statt. Fu¨r
die Sto¨rungsrechnung eines Zustandes Ψa mit Masse m spalten wir die Summe (2.128) in
der Form
Ψ˜a =
∑
b | (i∂/−m)Ψb=0
cab Ψb +
∑
b | (i∂/−m)Ψb 6=0
cab Ψb (2.129)
auf. Diese Gleichung ist wegen des kontinuierlichen Spektrums des Diracoperators natu¨rlich
mathematisch nicht sinnvoll, sie ist fu¨r ein anschauliches Versta¨ndnis der Sto¨rungsrechnung
aber dennoch nu¨tzlich. Die zweite Summe in (2.129) beschreibt die Vera¨nderung der
Wellenfunktion Ψ(x) durch die a¨ußere Sto¨rung B; durch die erste Summe werden die
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Zusta¨nde des entarteteten Unterraumes miteinander gemischt. Wir fu¨hren jetzt in Gedanken
ein Streuexperiment durch. In diesem Fall geht Ψ˜a fu¨r t→ ±∞ in einen Eigenzustand des
freien Diracoperators u¨ber, also
(i∂/ −m) Ψ˜a(~x, t) = 0 fu¨r t < t0 und t > t1 (2.130)
(die asymptotischen Zusta¨nde fu¨r t→ ∓∞ werden in der Streutheorie oft “in-” und “out-
Zusta¨nde” genannt; die Streuung findet im Zeitraum t0 ≤ t ≤ t1 statt).
Zur Beschreibung des Streuexperimentes kommt es nur auf die erste Summe in (2.129)
an. Die zweite Summe ist wichtig, um die genauen Vorga¨nge wa¨hrend des Streuprozesses
zu studieren; da wir in der Asymptotik t→ ±∞ aber Lo¨sungen der freien Diracgleichung
erhalten, fa¨llt die zweite Summe in diesem Grenzfall weg. In diesem Sinne ko¨nnen wir die
Sto¨rungsrechnung (2.101) als Wechselwirkung zwischen den Fermionen (und Antifermionen)
der Masse m interpretieren.
Wir u¨bertragen dieses Bild auf den Fall (2.100) mit Massenasymmetrie und die Sto¨rungsrechnung
(2.104), (2.105): Der freie fermionische Projektor ist im ersten und zweiten Isospinblock aus
Fermionen der Masse m1 bzw. m2 aufgebaut. Die Diagonalbeitra¨ge (2.104) beschreiben
eine Wechselwirkung der Fermionen innerhalb jedes Blocks. Die Außerdiagonalbeitra¨ge
(2.105) fu¨hren zu einer Wechselwirkung der Zusta¨nde mit Massem1 im ersten mit Zusta¨nden
derselben Masse m1 im zweiten Isospinblock; entsprechend findet eine Wechselwirkung
zwischen den Zusta¨nden mit Masse m2 in beiden Isospinblo¨cken statt. Diese Vorstellung
entspricht nicht dem u¨blichen Bild einer physikalischen Wechselwirkung. Es scheint nicht
sinnvoll zu sein, daß die Fermionen des oberen Diracsees mit den Zusta¨nden zur Masse
m1 des zweiten Isospinblocks wechselwirken. Denn im zweiten Isospinblock sind keine
Zusta¨nde zur Massem1 besetzt; diese Zusta¨nde sollten in der Theorie gar nicht in Erscheinung
treten. Ganz analog scheint eine Wechselwirkung des unteren Diracsees mit Zusta¨nden zur
Masse m2 im oberen Isospinblock der physikalischen Beobachtung zu widersprechen.
Die Sto¨rungsrechnung (2.126) scheint die Physik besser zu beschreiben, denn dort
findet eine Wechselwirkung zwischen den Fermionen im ersten Isospinblock mit Masse m1
und den Fermionen im zweiten Isospinblock mit Masse m2 statt. Wir ko¨nnen die Sto¨rung
des Diracoperators also als Wechselwirkung derjenigen Zusta¨nde auffassen, aus denen der
freie fermionische Projektor aufgebaut ist.
Allgemeiner ausgedru¨ckt legt die Sto¨rungsrechnung (2.125) im Gegensatz zu (2.103)
fest, welche Fermionfamilien miteinander in Wechselwirkung treten. Genauer ko¨nnen wir
die Sto¨rungsrechnung (2.122) im Fall mehrerer Teilchenfamilien folgendermaßen interpretieren:
Da der Flavour-Index in (2.121) als freier Index auftritt, braucht der Sto¨roperator B
auf dem Flavour-Raum nicht notwendigerweise trivial zu sein. Falls B auf dem Flavour-
Raum diagonal ist, ko¨nnen wir die Sto¨rung (2.122) als eine Wechselwirkung der Fermionen
innerhalb jeder Familie auffassen. Man kann auch eine Wechselwirkung zwischen Fermionen
aus verschiedenen Familien beschreiben; dazu muß der Sto¨roperator außerdiagonale Flavour-
Anteile enthalten. Solche Flavour-mischenden Sto¨rungen sind fu¨r ein realistisches physikalisches
Modell tatsa¨chlich notwendig, insbesondere bei der CKM-Matrix in der schwachen Wechselwirkung.
Mit (2.104), (2.105) und (2.122) sind wir fu¨r das Beispiel (2.100) verschiedenen Mo¨glichkeiten
begegnet, wie die Sto¨rungsrechnung durchgefu¨hrt werden ko¨nnte. Zur Deutlichkeit beschreiben
wir abschließend, wie mit dieser Uneindeutigkeit umzugehen ist: Genau wie fu¨r k˜m ab
Seite 54 beschrieben, sind auch hier die verschiedenen Varianten der Sto¨rungsrechnung
in dem Sinne gleichwertig, daß damit jede unita¨re Transformation (1.43) als geeignete
Sto¨rung des Diracoperators darstellbar ist. Aus diesem Grund ko¨nnen wir uns willku¨rlich
fu¨r eine der Varianten entscheiden. Die Sto¨rungsrechnung (2.122) hat den Vorteil, daß
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sie fu¨r lokale Potentiale die Forderung (2.117) erfu¨llt. Alternativ ko¨nnten wir auch mit
(2.104), (2.105) arbeiten. Damit in der Sto¨rungsrechnung keine nichtlokalen Linienintegrale
auftreten, mu¨ßten wir dann aber zur Beschreibung der klassischen Wechselwirkungen mit
nichtlokalen Sto¨roperatoren B anstelle der lokalen Potentiale arbeiten (und zwar so, daß
sich die Nichtlokalita¨t der Linienintegrale und des Sto¨roperators gerade kompensieren).
Dies wa¨re zwar mathematisch machbar, erscheint aber unpraktikabel.
Um zu illustrieren, daß eine unita¨re Transformation (1.43) bei den verschiedenen
Varianten der Sto¨rungsrechnung durch unterschiedliche Sto¨rungen des Diracoperators beschrieben
wird, betrachten wir das Beispiel einer Eichtransformation
P˜ (x, y) = U(x) P (x, y) U(y)−1 mit U(x) ∈ U(8) .
Bei der Sto¨rungsrechnung (2.104), (2.105) mu¨ssen wir gema¨ß (2.102), (2.103)
B = [i∂/, U ]
wa¨hlen; bei der Methode (2.122) ist nach (2.121) dagegen
B = [i∂/−mY, U ]
zu setzen. Im Fall [Y,U ] 6= 0 stimmen diese beiden Sto¨roperatoren nicht u¨berein.
2.2.4 Sto¨rungsrechnung fu¨r P (x, y)mit zusa¨tzlicher chiraler Asymmetrie
Wir kommen zur allgemeinen Sto¨rungsrechnung mit Massenasymmetrie und chiraler Asymmetrie.
Der freie fermionische Projektor (2.34) la¨ßt sich mit den Operatoren (2.118), (2.119) in
der Form
P (x, y) =
1
2
TrF (X (p− k)(x, y)) (2.131)
umschreiben. Durch den zusa¨tzlichen Faktor X werden gegenu¨ber (2.120) in den Sektoren
mit Xj 6= 1 chirale Fermionzusta¨nde herausprojeziert. Folglich kommen alle Zusta¨nde, aus
denen (2.131) aufgebaut ist, auch im zugeho¨rigen fermionischen Projektor ohne chirale
Asymmetrie (2.120) vor. Es scheint daher sinnvoll, die Sto¨rungsrechnung fu¨r die einzelnen
Fermionzusta¨nde genau wie im vorigen Abschnitt durchzufu¨hren und aus diesen gesto¨rten
Zusta¨nden anschließend den gesto¨rten fermionischen Projektor P˜ aufzubauen. Diese Methode
fu¨hrt in direkter Verallgemeinerung von (2.125) auf die Gleichungen
P˜ =
1
2
TrF (U X(p − k) U∗) (2.132)
= P − 1
2
TrF (s B X(p − k) + X(p− k) B s) . (2.133)
Man sieht, daß bei der U¨bertragung der Gleichungen (2.121) auf den Fall mit chiraler
Asymmetrie die Matrix X jeweils bei den Faktoren p, k einzufu¨gen ist.
Bedingungen an den Sto¨roperator B
Mit (2.132), (2.133) haben wir die Sto¨rungsentwicklung vollsta¨ndig durchgefu¨hrt5. Es
bleibt zu untersuchen, ob, und wenn ja, fu¨r welche Operatoren B in der Sto¨rungsrechnung
nichtlokale Linienintegrale auftreten.
5Wir bemerken zur Vollsta¨ndigkeit, daß der alternative Ansatz zur Sto¨rungsrechnung
∆(Xp) = −(Xs) B (Xp) − (Xp) B (Xs)
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Dazu beginnen wir mit dem Beispiel eines U(B)-Potentials (Aij)i,j=1,...,B und betrachten
als einen der in (2.133) auftretenden Beitra¨ge den Ausdruck
−s A/ (Xk) − (Xk) A/ s .
Zur Einfachheit werden wir nur den Grenzfall m = 0 untersuchen und setzen dazu
∆kX := −s0 A/ (Xk0)− (Xk0)A/ s0 .
Wir ko¨nnen a¨hnlich wie im Beispiel ab Seite 64 vorgehen: Fu¨r eine u¨bersichtliche Notation
spalten wir die chirale Asymmetriematrix in der Form
X = χL XL + χR XR (2.134)
mit Matrizen XL/R auf, die auf dem Raum der Diracspinoren trivial sind. Formal sind die
Matrizen XL/R analog zu (2.31) durch
XjL/R =
{
1 falls Xj = 1 oder Xj = χL/R
0 falls Xj = χR/L
und (XL/R)αja βkb = X
j
L/R δαβ δjk δab
gegeben. Im Spezialfall Aj = ∂jΛ kann man ∆kX im Operatorkalku¨l berechnen,
χL/R ∆kX = iχL/R
(
s0 [i∂/,Λ]XL/R k0 + XL/R k0 [i∂/,Λ] s0
)
= iχL/R
(
(i∂/s0) ΛXL/R k0 − s0 ΛXL/R (i∂/k0)
+XL/R (i∂/k0) Λ s0 − XL/R k0 Λ (i∂/s0)
)
= iχL/R
(
ΛXL/R k0 − XL/R k0 Λ
)
. (2.135)
An dieser Formel la¨ßt sich genau wie bei (2.113) die Form der Eichterme fu¨r ein allgemeines
Potential A ablesen, na¨mlich
∆kX(x, y) ≍ − i
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) Aj(λy + (1− λ)x) ξj Xk0(x, y)
+
i
2
Xk0(x, y)
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ− 1) Aj(λy + (1− λ)x) ξj . (2.136)
Wir sehen also, daß auch als Folge der chiralen Asymmetrie nichtlokale Linienintegrale
auftreten ko¨nnen. In unserem Beispiel verschwinden sie, falls die chirale Asymmetriematrix
mit dem Sto¨rpotential kommutiert,
[X, A] = 0 . (2.137)
∆(Xk) = −(Xs) B (Xk) − (Xk) B (Xs)
P˜ = P +
1
2
TrF (∆(Xp)−∆(Xk))
nicht sinnvoll ist. Die zu (2.123) analoge Transformation
U [B] = 1−
∫
IR∪iIR
dm (Xs[m]) B (p[m]X)
ist na¨mlich nicht unita¨r; außerdem la¨ßt sich damit (wegen der Singularita¨t von X) nicht jede infinitesimale
Transformation V = 1 + iA realisieren.
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Diese U¨berlegung war mathematisch nicht streng; wir mu¨ßten (2.136) noch durch
asymptotische Entwicklung von ∆kX beweisen. Durch Verfeinerung und mathematische
Pra¨zisierung dieser Methode lassen sich aber alle lokalen Potentiale bestimmen, welche die
Forderung (2.117) erfu¨llen. Um uns nicht in Einzelheiten zu verlieren, begnu¨gen wir uns
hier mit einer Veranschaulichung der Ergebnisse. Die zugeho¨rigen Rechnungen sind u¨ber
die Anha¨nge A-E verteilt.
Zuna¨chst einmal la¨ßt sich die Bedingung (2.137) an das Potential A abschwa¨chen: Bei
dem Diracoperator
i∂/+A/ , [X,A] = 0 (2.138)
mit einem U(B)-Potential A treten bei der Sto¨rungsrechnung in Verallgemeinerung von
(2.136) auch in ho¨herer Ordnung in m keine nichtlokalen Linienintegrale auf. Wir fu¨hren
nun in den Diracoperator gema¨ß
i∂/ + A/ − m(U−1 Y U − Y ) (2.139)
eine zusa¨tzliche skalare Sto¨rung ein, dabei ist U ein unita¨res U(B)-Matrixfeld. Die Zusta¨nde
Ψ des fermionischen Projektors erfu¨llen dann die Diracgleichung
(i∂/ + A/ − mU−1 Y U) Ψ = 0 .
Wir ko¨nnen die zusa¨tzliche skalare Sto¨rung auch so interpretieren, daß wir von der festen
Matrix Y zu einer dynamischen Massenmatrix U−1(x)Y U(x) u¨bergegangen sind. Darum
ist einsichtig, daß die Bedingung (2.32) nun durch
X U−1 Y U = U−1 Y U X = U−1 Y U
oder, etwas einfacher, durch
UXU−1 Y = Y UXU−1 = Y (2.140)
ersetzt werden muß. Es zeigt sich, daß der Diracoperator (2.139) mit (2.140) ebenfalls
der Lokalita¨tsforderung (2.117) genu¨gt, was als Verallgemeinerung unseres Ergebnisses
bei konstanter Massendrehung auch plausibel ist. Wir fu¨hren nun die Eichtransformation
Ψ(x)→ Ψ˜(x) = U(x) Ψ(x) durch. Die Wellenfunktionen Ψ˜ erfu¨llen die Diracgleichung
(U(i∂/+A/)U−1 − mY ) Ψ˜ = 0 .
Da bei Eichtransformationen alle Integralkerne nur lokal transformiert werden, treten
schließlich auch beim Diracoperator
U(i∂/+A/)U−1 = i∂/ + UA/U−1 + iU(∂/U−1) (2.141)
in Verbindung mit (2.140) keine nichtlokalen Linienintegrale auf.
Um explizit in der Sto¨rungsrechnung zu verifizieren, daß der Diracoperator (2.141) die
Lokalita¨tsforderung (2.117) erfu¨llt, betrachten wir den zu (2.136) analogen Beitrag
∆kX(x, y) = − i
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) (UAjU
−1 + iU(∂jU
−1))|λy+(1−λ)x ξ
j Xk0(x, y)
+
i
2
Xk0(x, y)
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ− 1) (UAjU−1 + iU(∂jU−1))|λy+(1−λ)x ξj . (2.142)
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Wir entwickeln das Matrixfeld U in der Form U(x) = 1 + iΛ(x) +O(Λ2) und erhalten in
erster Ordnung in Λ, A
= − i
2
∫ ∞
−∞
dλ
(
ǫ(λ)Ajξ
j X − ǫ(λ− 1)X Ajξj
)
k0(x, y)
− i
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ) ∂jΛ(λy + (1− λ)x) ξj Xk0(x, y)
+
i
2
Xk0(x, y)
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ− 1) ∂jΛ(λy + (1− λ)x) ξj .
Wir sehen, daß ∆kX(x, y) in einen Beitrag des Potentials A und einen Beitrag der Eichtransformation
Λ zerfa¨llt. Im ersten Integral ko¨nnen wir die Kommutatorgleichung (2.137) anwenden, im
zweiten Integral kann man partiell integrieren
∆kX(x, y) = − i
2
(∫ y
x
Ajξ
j
)
Xk0(x, y)
+iΛ(x)Xk0(x, y) − iXk0(x, y) Λ(y) . (2.143)
Nach diesen Umformungen sind alle nichtlokalen Linienintegrale verschwunden.
Das bei (2.141) verwendete Verfahren la¨ßt sich auf chirale Transformationen erweitern:
Wir fu¨hren in den Diracoperator (2.138) eine zusa¨tzliche Sto¨rung durch ein axiales U(B)-
Potential ein. Es ist gu¨nstig, die vektoriellen und axialen Potentiale als chirale Potentiale
umzuschreiben. Der Diracoperator hat dann die Form
i∂/ + χL A/R + χR A/L mit U(B)-Potentialen AL/R . (2.144)
In der Sto¨rungsrechnung treten keine nichtlokalen Linienintegrale auf, falls
[XL, AL] = [XR, AR] = 0 .
Wir fu¨hren jetzt in Verallgemeinerung von (2.141) fu¨r die links- und rechtsha¨ndige Komponente
getrennt eine lokale Phasentransformation durch.Wir gehen also von (2.144) zum Diracoperator
χL UR (i∂/+A/R) U
−1
R + χR UL (i∂/+A/L) U
−1
L
= i∂/ + χL (URA/RU
−1
R + iUR(∂/U
−1
R )) + χR (ULA/LU
−1
L + iUL(∂/U
−1
L )) (2.145)
u¨ber, dabei sind UL/R zwei unita¨re U(B)-Matrixfelder. Die Bedingung (2.32) muß nun mit
der Notation (2.134) durch
Y UL/RXL/RU
−1
L/R = UL/RXL/RU
−1
L/R Y = Y (2.146)
ersetzt werden. Um zu sehen, daß in der Sto¨rungsrechnung tatsa¨chlich keine Nichtlokalita¨ten
auftreten, ko¨nnen wir genau wie fu¨r den Diracoperator (2.141) argumentieren. In den
nichtlokalen Linienintegralen treten na¨mlich (auch in ho¨herer Ordnung in m) immer
entweder die links- oder die rechtsha¨ndigen Potentiale auf. Die Beitra¨ge haben also die
Form (2.142), wenn wir bei U,A einen Index L oder R hinzufu¨gen, und lassen sich analog
wie (2.143) in eine lokale Form bringen. Man beachte, daß der U¨bergang von (2.144) zu
(2.145) fu¨r UL 6= UR keine Eichtransformation ist.
Nach diesen Vorbereitungen ko¨nnen wir den allgemeinen Fall besprechen: Gema¨ß
Rechnung (2.135) ist einsichtig, daß alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden, falls
wir die chirale Asymmetriematrix in der Sto¨rungsrechnung ausklammern ko¨nnen
s0 B (Xk0) + (Xk0) B s0 = X (s0 B k0 + k0 B s0) . (2.147)
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Zur besseren U¨bersicht spalten wir B in den geraden und ungeraden Anteil auf,
B = Bg + Bu mit [Bg, ρ] = {Bu, ρ} = 0 .
Da s0 ungerade ist, la¨ßt sich (2.147) nach Multiplikation mit χL/R in die Bedingungen
χR/L [XL/R, Bu] = χR/L
(
XL/R Bg − Bg XR/L
)
= 0 (2.148)
an den Sto¨roperator umschreiben. Wir ko¨nnen nun analog zu (2.145) eine lokale chirale
U(B)-Transformation durchfu¨hren und erhalten schließlich fu¨r den Diracoperator
(χL UR + χR UL)(i∂/ + B)(χR U−1R + χL U−1L ) . (2.149)
Mit (2.149) und den Bedingungen (2.146), (2.148) haben wir (abgesehen von trivialen
Erweiterungen) die allgemeinste lokale Sto¨rung des Diracoperators gefunden, die der Lokalita¨tsforderung
(2.117) genu¨gt.
Leider ko¨nnen wir die Form der chiralen Transformationen in (2.146), (2.149) (und
streng genommen auch schon Bedingung (2.140)) an dieser Stelle nicht sauber begru¨nden.
Dazu mu¨ßte man na¨mlich die Sto¨rungsbeitra¨ge ho¨herer Ordnung in der Masse betrachten,
die gegenu¨ber (2.142) eine kompliziertere Form haben. Bei der Diskussion endlicher Sto¨rungen
in Abschnitt 2.3.3 werden wir aber an expliziten Formeln genauer sehen, warum gerade fu¨r
den Diracoperator (2.149) in Verbindung mit (2.146), (2.148) alle nichtlokalen Linienintegrale
verschwinden.
2.3 Endliche Sto¨rungen
Die Sto¨rungsrechnung erster Ordnung des vorigen Abschnittes kann selbstversta¨ndlich
nur einen ersten Eindruck des wechselwirkenden fermionischen Projektors vermitteln. Wir
mu¨ssen die Ergebnisse mit nicht-perturbativen Methoden absichern und erga¨nzen. Dazu
wurden in Anhang E einzelne Sto¨rbeitra¨ge in beliebiger Ordnung berechnet und explizit
aufsummiert. In diesem Abschnitt werden wir die Sto¨rungsrechnung ho¨herer Ordnung
allgemein beschreiben und die wichtigsten Ergebnisse aus Anhang E zusammenstellen.
Bevor wir mit der formalen Sto¨rungsentwicklung beginnen, wollen wir kurz beschreiben,
in welchem Sinn unsere Behandlung mathematisch zu verstehen ist. Zur Einfachheit betrachten
wir dazu die Spektralprojektoren p˜, k˜. Wir stehen vor dem Problem, exakte Lo¨sungen der
gesto¨rten Diracgleichung
(i∂/−m+ B) p˜m = (i∂/−m+ B) k˜m = 0 (2.150)
zu finden. Eine solche Sto¨rung einer linearen partiellen Differentialgleichung ist aus theoretischer
Sicht i.a. unproblematisch (im Gegensatz zu den Sto¨rungsentwicklungen der Quantenfeldtheorie);
wir erwarten daher, daß die Distributionen p˜m(x, y), k˜m(x, y) fu¨r genu¨gend kleine (aber
endliche) Sto¨rungen B wohldefiniert sind. Dies werden wir aber nicht beweisen und auch
nicht untersuchen.
Wir fu¨hren eine Sto¨rungsentwicklung nach B durch, die Summe u¨ber die Ordnung der
Sto¨rungstheorie ist dabei als formale Summe anzusehen. Die einzelnen Sto¨rungsbeitra¨ge
lassen sich als Operatorprodukte der Form
C1 B C2 B · · · B Cl B Cl+1 (2.151)
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schreiben, wobei die Faktoren Cj fu¨r die Operatoren pm, km oder sm stehen. In Anhang
E wird gezeigt, daß diese Operatorprodukte und damit auch die Sto¨rungsbeitra¨ge jeder
Ordnung wohldefiniert und endlich sind. In der Sprache der perturbativen Quantenfeldtheorie
liegt das daran, daß bei der Entwicklung nach der a¨ußeren Sto¨rung B nur Tree-Graphen
auftreten. Wir entwickeln die Sto¨rungsbeitra¨ge jeder Ordnung um den Lichtkegel und
stellen fest, daß sich die erhaltenen Formeln explizit aufsummieren lassen. Die Existenz
dieser Summe u¨ber die Ordnung der Sto¨rungstheorie ist zwar ein deutlicher Hinweis fu¨r die
Konvergenz der Sto¨rungsentwicklung, sie liefert aber keinen strengen Konvergenzbeweis
(denn wir arbeiten ja nur mit den Formeln der Lichtkegelentwicklung und nicht mit den
Sto¨rungsbeitra¨gen selbst). Um diese mathematische Unsauberkeit ku¨mmern wir uns jedoch
nicht und fassen die abgeleiteten Formeln als nicht-perturbative Lichtkegelentwicklung fu¨r
p˜m, k˜m auf.
2.3.1 Formale Sto¨rungsentwicklung fu¨r pm, km
In diesem Abschnitt wollen wir die Sto¨rungsentwicklung fu¨r pm, km von Abschnitt 2.2.1
auf endliche Sto¨rungen verallgemeinern. Zuna¨chst einmal ko¨nnen wir Satz 2.2.2 direkt auf
ho¨here Ordnung Sto¨rungstheorie u¨bertragen:
Satz 2.3.1 Der Operator
U =
∫
IR∪iIR
dm
∞∑
l=0
(−sm B)l pm (2.152)
ist unita¨r und
(i∂/+ B −m) UpmU∗ = (i∂/+ B −m) UkmU∗ = 0 . (2.153)
Beweis:Wir ordnen die Reihen im formalen Produkt U∗U mit der Cauchy’schen Produktformel
um
U∗ U =
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′
∞∑
l1,l2=0
pm (−B sm)l1 (−sm′ B)l2 pm′
=
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′
∞∑
l=0
(−1)l
l∑
p=0
pm (B sm)p (sm′ B)l−p pm′ . (2.154)
Bei den Summanden l > 0 ko¨nnen wir die Rechenregeln (2.63), (2.65) anwenden und
erhalten
l∑
p=0
pm (B sm)p (sm′ B)l−p pm′
=
1
m−m′
l−1∑
p=1
pm (B sm)p−1 B (sm − sm′) B(sm′ B)l−p−1 pm′
+
1
m−m′
(
pm B (sm′ B)l−1 pm′ − pm (B sm)l−1 B pm′
)
= 0 ,
denn die Summe u¨ber p ist teleskopisch. Folglich bleibt in (2.154) nur der Summand fu¨r
l = 0 u¨brig, und es folgt
U∗ U =
∫
IR∪iIR
dm
∫
IR∪iIR
dm′ pm pm′ = 1 .
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Zum Beweis von (2.153) wendet man auf die Gleichungen
U pm =
∞∑
l=0
(−sm B)l pm , U km =
∞∑
l=0
(−sm B)l km
den Operator (i∂/−m) an und berechnet das Ergebnis explizit. ✷
das Lokalita¨tsproblem der Spektralzerlegung
Mit Hilfe dieses Satzes scheinen wir die Sto¨rungsentwicklung unmittelbar durchfu¨hren zu
ko¨nnen. Wenn wir na¨mlich p˜m, k˜m durch
p˜m := U pm U
∗ , k˜m := U km U
∗ (2.155)
definieren, sind die Diracgleichung (2.150) und, wegen der Unitarita¨t von U , auch (2.56)
exakt erfu¨llt.
Leider ist die Situation nicht ganz so einfach. Um das Problem der Sto¨rungsrechnung
(2.155) zu erkennen, betrachten wir ein elektromagnetisches Potential B = A/ und untersuchen
die Lichtkegelentwicklung von p˜m: Im Spezialfall Aj = ∂jΛ haben wir
sm (∂/Λ) pm = −ism [i∂/−m, Λ] pm = −iΛ pm .
Genau wie bei (2.113) ko¨nnen wir aus dieser Gleichung den fu¨hrenden Beitrag der Lichtkegelentwicklung
von sm A/ pm ablesen, na¨mlich
(sm A/ pm)(x, y) ≍ i
2
∫ ∞
−∞
dλ ǫ(λ)Aj(λy + (1 − λ)x) ξj pm(x, y) . (2.156)
Nach Multiplikation mit sm kann diese Formel iteriert werden, so daß man auch ho¨here
Operatorprodukte um den Lichtkegel entwickeln kann. Man erha¨lt so beispielsweise
((sm A/)
n pm) (x, y) ≍
(
i
2
)n ∫ ∞
−∞
dλ1 ǫ(λ1)
∫ ∞
−∞
dλ2 ǫ(λ2 − λ1) · · ·
∫ ∞
−∞
dλn ǫ(λn − λn−1)
× Aj1(z1) ξj1 · · ·Ajn(zn) ξjn pm(x, y) (2.157)
mit zj = λjy + (1 − λj)x. Im unita¨ren Operator U , (2.152), treten also geschachtelte
nichtlokale Linienintegrale auf. Dies ist noch kein Problem, denn gema¨ß der Lokalita¨tsforderung
(2.117) mu¨ssen die nichtlokalen Linienintegrale lediglich in den zusammengesetzten Ausdru¨cken
(2.155) fu¨r p˜m, k˜m verschwinden. In erster Ordnung haben wir bei der Diskussion der
Formeln (2.60), (2.61) gesehen, daß tatsa¨chlich keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten.
Der Beitrag zu p˜m zweiter Ordnung hat die Form
∆p[2]m = sm A/ sm A/ pm + pm A/ sm A/ sm + sm A/ pm A/ sm . (2.158)
Durch Iteration von (2.156) erha¨lt man analog zu (2.157) fu¨r die einzelnen Summanden
die Entwicklungsformeln
(smA/smA/pm)(x, y) ≍ −1
4
∫ ∞
−∞
dλ1 ǫ(λ1)
∫ ∞
−∞
dλ2 ǫ(λ2 − λ1)Aj(z1) ξj Ak(z2) ξk pm(x, y)
(pmA/smA/sm)(x, y) ≍ −1
4
∫ ∞
−∞
dλ1 ǫ(λ1 − 1)
∫ ∞
−∞
dλ2 ǫ(λ2 − 1) Aj(z1) ξj Ak(z2) ξk pm(x, y)
(smA/pmA/sm)(x, y) ≍ 1
4
∫ ∞
−∞
dλ1 ǫ(λ1)
∫ ∞
−∞
dλ2 ǫ(λ2 − 1) Aj(z1) ξj Ak(z2) ξk pm(x, y) .
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An diesen Formeln sieht man, daß in ∆p
[2]
m die nichtlokalen Linienintegrale nicht wegfallen.
Folglich ist die Forderung (2.117) fu¨r die Sto¨rungsentwicklung (2.155) in ho¨herer Ordnung
verletzt.
Nichtlokale Linienintegrale waren auch schon bei der Sto¨rungsrechnung erster Ordnung
mit Massenasymmetrie oder chiraler Asymmetrie aufgetreten. An dieser Stelle ist das
Problem aber prinzipieller Art: Wir hatten u¨berlegt, daß die Spektralprojektoren p˜m
durch die Gleichungen (2.81) unabha¨ngig von einer Sto¨rungsrechnung definiert sind. Durch
Einsetzen kann man verifizieren, daß diese Spektralprojektoren mit dem Ausdruck in
(2.155) u¨bereinstimmen. Folglich ko¨nnen wir die nichtlokalen Linienintegrale nicht einfach
durch Modifikation der Sto¨rungsrechnung beseitigen, es handelt sich um ein allgemeines
Problem bei der Spektralzerlegung des gesto¨rten Diracoperators. Wir nennen dieses Problem
das Lokalita¨tsproblem der Spektralzerlegung.
der Ausweg: nichtunita¨re Sto¨rtransformationen
Um das Lokalita¨tsproblem der Spektralzerlegung zu umgehen, mu¨ssen wir den Ansatz
(2.155) erweitern und gehen zu den Definitionsgleichungen
p˜m := V pm V
∗ , k˜m := V km V
∗ (2.159)
mit einem Operator V u¨ber, der nicht notwendigerweise unita¨r ist. Wir nennen eine solche
Transformation der freien in die gesto¨rten Gro¨ßen nichtunita¨re Sto¨rtransformation.
Mit nichtunita¨ren Sto¨rtransformationen geben wir die Untersuchung der Spektralprojektoren
des gesto¨rten Diracoperators auf. Die Operatoren (2.159) werden zwar Lo¨sungen der
gesto¨rten Diracgleichung (2.150) sein und sind folglich auch orthogonal,
p˜m p˜n = k˜m k˜n = p˜m k˜n = k˜m p˜n = 0 fu¨r m 6= n ,
sie erfu¨llen aber nicht die δ-Normierungsbedingung und Vollsta¨ndigkeitsrelation, also i.a.
p˜m p˜n = V pm V
∗ V pn V
∗ 6= V pm pn V ∗ = δ(m − n) p˜m (2.160)
k˜m k˜n 6= δ(m− n) p˜m , k˜m p˜n, p˜m k˜n 6= δ(m− n) k˜m (2.161)∫
IR∪iIR
p˜m dm = V
(∫
IR∪iIR
pm dm
)
V ∗ = V V ∗ 6= 1 . (2.162)
Aus funktionalanalytischer Sicht machen die Gleichungen (2.159) also keinen Sinn.
Auf den ersten Blick scheinen nichtunita¨re Sto¨rtransformationen auch Gleichung (1.41)
zu widersprechen, in welcher die Unitarita¨t von U fu¨r die Idempotenz P˜ 2 = P˜ des
fermionischen Projektors notwendig ist. Aus diesem Grund wollen wir zuna¨chst allgemein
begru¨nden, warum es fu¨r die Kontinuumsbeschreibung des wechselwirkenden fermionischen
Projektors trotz allem sinnvoll ist, mit nichtunita¨ren Sto¨rtransformationen zu arbeiten.
Wir werden außerdem u¨berlegen, was die Nichtunitarita¨t bei unserer Vorstellung der
diskreten Raumzeit bedeutet. Im na¨chsten Unterabschnitt wird dann der Operator V
explizit konstruiert. Diese etwas technische Konstruktion wird auch die ab Seite 54 angesprochene
Uneindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung fu¨r km beseitigen.
Zur besseren physikalischen Anschauung betrachten wir im folgenden einen Diracsee
lm :=
1
2
(pm − km) , l˜m := 1
2
(p˜m − k˜m) ,
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die U¨berlegung gilt aber analog fu¨r beide Operatoren pm, km getrennt. Zuna¨chst schreiben
wir die Definitionsgleichung (2.159) in der Form
l˜m = U Clm U
∗ , [C, lm] = 0 (2.163)
mit einem unita¨ren Operator U und einem hermiteschen Operator C um6. Der Operator
C kann die Eigenwerte von lm modifizieren, die Eigenvektoren bleiben aber unvera¨ndert.
Konkreter ko¨nnen wir erreichen, daß C fu¨r jeden Wellenvektor k die Projektoren auf die
beiden Spinzusta¨nde mit einem Faktor multipliziert, also
(Clm)(x, y) =
∫
d4k
(2π)4
(k/ +m) Θ(−k0) δ(k2 −m2) e−ik(x−y)
×
[
f1(k)
2
(1 + ρv/(k)) +
f2(k)
2
(1− ρv/(k))
]
(2.164)
mit skalaren Funktionen f1, f2 und einem Vektorfeld v mit kjv
j(k) = 0 und v2 ≡ −1.
Fu¨r kleine Sto¨rungen ist f1 ≈ f2 ≈ 1. Die Distributionen Clm sind Lo¨sungen der freien
Diracgleichung, sie ko¨nnen aber selbstversta¨ndlich nicht als Spektralprojektoren von i∂/
aufgefaßt werden.
Es ist gu¨nstig, wenn wir die Transformation (2.163) in Gedanken in zwei Schritte
zerlegen: Zuna¨chst einmal beeinflußt der Operator C die Methode, wie der Diracsee aus
den Ebenen-Wellen-Lo¨sungen der Diracgleichung aufgebaut wird. Genauer wird der freie
Diracsee nicht mehr durch den Operator lm, sondern gema¨ß (2.164) durch Clm beschrieben.
Anschließend werden durch die unita¨re Transformation U genau wie in (2.155) alle Fermionzusta¨nde
des Diracsees gesto¨rt. Bei dieser Sichtweise unterscheiden sich die Sto¨rungsentwicklungen
(2.155), (2.159) nur um den Faktor C, und wir ko¨nnen uns auf die Diskussion des freien
Diracsees beschra¨nken.
Nach dieser U¨berlegung mu¨ssen wir zeigen, daß auch die Distribution Clm (und nicht
nur lm) als sinnvoller Kontinuumslimes eines fermionischen Projektors in der diskreten
Raumzeit aufgefaßt werden kann. Im ersten Schritt argumentieren wir dazu in Verallgemeinerung
von (2.26) im Minkowski-Raum durch Ausschmieren des Impulsintegrals: Die Faktoren
f1, f2 in (2.164) lassen sich bei Regularisierung im Impulsraum dadurch beru¨cksichtigen,
daß man die “Breite” des Diracsees fu¨r beide Spineinstellungen variabel gestaltet. Genauer
betrachten wir fu¨r einen kleinen Parameter ε das Integral
Pε(x, y) :=
∫
d4k
(2π)4
(k/ +m) Θ(|k| −m) Θ(−k0) e−ik(x−y)
6Um diese Transformation einzusehen, kann man den endlichdimensionalen Fall betrachten: Falls B
klein genug gewa¨hlt wird, ist V invertierbar. Dann sind die Operatoren lm und V lmV
∗ von gleichem Rang
r. Wir zerlegen die Operatoren spektral,
lm =
r∑
j=1
λj Pj , V lm V
∗ =
r∑
j=1
νj Qj mit λj , νj 6= 0 ,
dabei sind Pj , Qj die Projektoren auf eindimensionale Eigenra¨ume (im Fall mit Entartung spalten wir
die Spektralprojektoren willku¨rlich in die Summe von Projektoren auf eindimensionale Unterra¨ume auf).
Wenn wir
C =
r∑
j=1
νj
λj
Pj
setzen, besitzen die Operatoren V lmV
∗ und Clm die gleichen Eigenwerte (mit gleicher Vielfachheit) und
sind folglich unita¨r a¨quivalent.
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×
[
1
2
(1 + ρv/(k)) Θ(m+ εf1(k)− |k|) + 1
2
(1− ρv/(k)) Θ(m+ εf2(k)− |k|)
]
.(2.165)
Der Operator Pε ist ein Projektor, wie man explizit verifiziert. Entsprechend zu (2.28)
haben wir die Na¨herung
Pε(x, y) ≈ ε (Clm)(x, y) .
Wir sehen also, daß sich der Kontinuumslimes eines Diracsees a¨quivalent zu lm auch mit
dem Operator Clm beschreiben la¨ßt. Diese Freiheit in der Kontinuumsbeschreibung ha¨ngt
letztlich damit zusammen, daß wir im fermionischen Projektor nur mit wenigen diskreten
und nicht mit einer kontinuierlichen Schar von Diracseen arbeiten. Dadurch sind Probleme
der δ-Normierung (2.160), (2.161) und der Vollsta¨ndigkeit (2.162) fu¨r uns irrelevant.
Allgemeiner kommen wir zu dem Schluß, daß die Beschreibung des fermionischen Projektors
mit nichtunita¨ren Sto¨rtransformationen auf keine prinzipiellen oder begrifflichen Schwierigkeiten
fu¨hrt.
Im na¨chsten Schritt wollen wir die erwartete Situation in der diskreten Raumzeit
genauer betrachten. Da wir u¨ber die Form des fermionischen Projektors in der diskreten
Raumzeit keine Einzelheiten kennen, muß die Argumentation zwangsla¨ufig etwas qualitativ
bleiben; wir werden darauf in dieser Arbeit auch nicht wieder zuru¨ckkommen. Die U¨berlegung
ist aber trotzdem interessant, weil sie eine Besta¨tigung fu¨r unseren Deutungsversuch der
Feldquantisierung in Abschnitt 1.4 liefert: Wir fu¨hren in den Sto¨roperator zur Deutlichkeit
einen Parameter λ ein, betrachten also den Diracoperator i∂/ + λB. Als physikalisches
Beispiel kann man an eine Sto¨rung durch eine (klassische) elektromagnetische Welle denken,
der Parameter λ gibt ihre Amplitude an. Die Operatoren U,C in (2.163) ha¨ngen von λ
ab. An der Sto¨rungsrechnung erster Ordnung haben wir gesehen, daß sich U in fu¨hrender
Ordnung linear in λ verha¨lt. Da das Lokalita¨tsproblem wie beschrieben ein Effekt zweiter
Ordnung ist, ha¨ngt C in fu¨hrender Ordnung quadratisch von λ ab, also insgesamt
U(λ) = 1 + λ U [1] +O(λ2) , C(λ) = 1 + λ2 C [2] +O(λ3) .
Die Funktionen f1, f2 in (2.164) verhalten sich folglich ebenfalls quadratisch in λ
f1/2(λ) = 1 + λ
2 f
[2]
1/2 +O(λ3) . (2.166)
In der diskreten Raumzeit mu¨ssen wir das Integral in (2.165) durch eine diskrete Summe
u¨ber die Fermionzusta¨nde ersetzen. Die stetige Vera¨nderung des Integrationsgebietes in
(2.165) bei Variation von λ la¨ßt sich mit einer endlichen Summe aber nicht beschreiben.
Anders ausgedru¨ckt, la¨ßt sich das Integral in (2.165) nur fu¨r diskrete Werte des Parameters
λ gut durch eine endliche Summe u¨ber Fermionzusta¨nde approximieren. Dies ko¨nnen wir
als “Quantisierungsbedingung” fu¨r λ auffasen7. Da f1, f2 gema¨ß (2.166) quadratisch von
7Diese “Quantisierung” la¨ßt sich etwas genauer unter den Voraussetzungen von Fußnote 2 auf Seite 45
beschreiben: Im endlichen Volumen geht Pε(x, y) in die Summe
Pε(x, y) =
(
2π
L
)4 ∑
k∈ 2pi
L
Z4
(k/+m) Θ(|k| −m) Θ(−k0) e−ik(x−y)
×
[
1
2
(1 + ρv/(k))Θ(m+ εf1(k)− |k|) +
1
2
(1− ρv/(k))Θ(m+ εf2(k)− |k|)
]
u¨ber, bei zusa¨tzlicher Diskretisierung der Raumzeit auf einem Gitter wird die Summe endlich. Bei
kontinuierlicher Variation der Funktionen f1, f2 a¨ndert sich die Anzahl der Summanden bei diskreten
Parameterwerten sprunghaft.
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λ abha¨ngen, erhalten wir quantitativ die Bedingung
λ2 = c (n+ d) , n ∈ IN
mit einer unbestimmten Konstanten d ∈ [0, 1) und einem Parameter c, der von der
Geometrie der Sto¨rung abha¨ngt. Im Beispiel der elektromagnetischen Welle haben wir
auf diese Weise genau die in Abschnitt 1.4 verwendete Amplitudenbedingung hergeleitet.
Durchfu¨hrung der kausalen Sto¨rungsentwicklung
Wir wollen nun die Gleichungen (2.159) mathematisch ableiten und den Operator V
konstruieren. Dabei werden wir stets mit einem lokalen Sto¨roperator B (also einem lokalen
Potential oder einem Differentialoperator) arbeiten, die Endformeln ko¨nnen aber auch fu¨r
allgemeine Sto¨roperatoren verwendet werden.
Die Grundidee der Konstruktion besteht darin, die Sto¨rungsentwicklung fu¨r pm, km
auf diejenige fu¨r die avancierte und retardierte Greensfunktion zuru¨ckzufu¨hren. Fu¨r diese
Greensfunktionen (2.74), (2.75) la¨ßt sich na¨mlich die Sto¨rungsrechnung auf kanonische
Weise durchfu¨hren: Der Tra¨ger der Distribution s∨m liegt im oberen Lichtkegel. Folglich
geht in das Operatorprodukt
(s∨m B s∨m)(x, y) =
∫
d4z s∨m(x, z) Bz s∨m(z, y) (2.167)
der Sto¨roperator Bz nur fu¨r solche z ein, die im Schnitt des oberen Lichtkegels um x
mit dem unteren Lichtkegel um y liegen. In diesem Sinn ist der Ausdruck (2.167) kausal.
Insbesondere liegt der Tra¨ger von (2.167) wieder im oberen Lichtkegel. Durch Iteration
folgt, daß auch die ho¨heren Produkte
s∨m B s∨m B · · · B s∨m B s∨m
kausal sind und den Tra¨ger im oberen Lichtkegel besitzen. Wir definieren die gesto¨rte
avancierte Greensfunktion als Summe u¨ber diese Operatorprodukte
s˜∨m =
∞∑
k=0
(−s∨m B)k s∨m . (2.168)
Fu¨r die retardierte Greensfunktion setzen wir analog
s˜∧m =
∞∑
k=0
(−s∧m B)k s∧m . (2.169)
Wie man direkt nachrechnet, erfu¨llen s˜∨m, s˜
∧
m tatsa¨chlich die Bestimmungsgleichung der
Greensfunktion
(i∂/−m+ B) s˜∨m = (i∂/−m+ B) s˜∧m = 1 . (2.170)
Man beachte, daß die Sto¨rungsrechnung fu¨r die Greensfunktionen durch die Forderung
eindeutig wird, daß der Tra¨ger von s˜∨m, s˜
∧
m im oberen bzw. unteren Lichtkegel liegt. Als
Folge der Kausalita¨t treten bei dieser Sto¨rungsrechnung keine nichtlokalen Linienintegrale
auf.
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Wir kommen zur Sto¨rungsrechnung fu¨r km: Nach Definition 2.2.3 ko¨nnen wir km durch
die avancierte und retardierte Greensfunktion ausdru¨cken
km =
1
2πi
(s∨m − s∧m) .
Wir u¨bertragen diese Relation auf den wechselwirkenden Fall und verwenden sie als
Definitionsgleichung fu¨r k˜m.
Def. 2.3.2 Wir setzen
k˜m =
1
2πi
(
s˜∨m − s˜∧m
)
(2.171)
mit s˜∨m, s˜
∧
m gema¨ß (2.168), (2.169).
Wegen (2.170) erfu¨llt k˜m die Diracgleichung (2.150). Da k˜m außerdem im Grenzfall B →
0 in die freie Distribution km u¨bergeht und die die Lokalita¨tsbedingung (2.117) erfu¨llt,
scheint Definition 2.3.2 sinnvoll zu sein.
Wir mu¨ssen k˜m in die Form (2.159) bringen. Dazu schreiben wir die Summen (2.168),
(2.169) in (2.171) aus
k˜m =
1
2πi
∞∑
l=0
(
(−s∨m B)l s∨m − (−s∧m B)l s∧m
)
, (2.172)
setzen (2.74), (2.75) ein und multiplizieren aus. Man erha¨lt Operatorprodukte der Form
(2.151), wobei die Faktoren Cj fu¨r pm oder km stehen. Die Beitra¨ge mit einer geraden
Zahl von Faktoren km haben fu¨r die avancierte und retardierte Greensfunktion das gleiche
Vorzeichen und heben sich in (2.172) weg. Die Beitra¨ge mit einer ungeraden Anzahl von
km’s treten in beiden Greensfunktionen jeweils genau einmal auf und haben umgekehrtes
relatives Vorzeichen. Mit der Notation
Cm(Q,n) =
{
km falls n ∈ Q
sm falls n 6∈ Q , Q ⊂ IN
ko¨nnen wir also (2.172) in der Form
k˜m =
∞∑
l=0
(−1)l
∑
Q ∈ P(l + 1),
#Q ungerade
(iπ)#Q−1
× Cm(Q, 1) B Cm(Q, 2) B · · · B Cm(Q, l) B Cm(Q, l + 1) (2.173)
umschreiben, wobei P(n) die Potenzmenge von {1, · · · , n} bezeichnet. Diese Summe u¨ber
Operatorprodukte la¨ßt sich in ein Produkt zusammengesetzter Ausdru¨cke zerlegen, aus
denen sich die Form des Operators V in (2.159) ablesen la¨ßt. Da die Kombinatorik etwas
unu¨bersichtlich ist, geben wir gleich die Formel fu¨r V an.
Satz 2.3.3 Der Operator
V =
∫
IR∪iIR
dm
∞∑
l=0
(−1)l
∑
Q ∈ P(l),
#Q gerade
(#Q− 1)!!
(#Q/2)! · 2#Q/2 (iπ)
#Q
× Cm(Q, 1) B Cm(Q, 2) · · ·Cm(Q, l − 1) B Cm(Q, l) B pm (2.174)
erfu¨llt die Gleichung
k˜m = V km V
∗ .
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Beweis: Wir setzen zur Abku¨rzung
c(n) =
(2n− 1)!!
n! · 2n . (2.175)
Dann gilt fu¨r alle n die Gleichung8
n∑
q=0
c(q) c(n− q) = 1 . (2.176)
Bei der Berechnung von V kmV
∗ ko¨nnen wir mit Hilfe der Relation (2.13) beidem-Integrale
ausfu¨hren und erhalten
V km V
∗ =
∞∑
l1,l2=0
(−1)l1+l2
∑
Q1 ∈ P(l1),
#Q1 gerade
∑
Q2 ∈ P(l2),
#Q2 gerade
(iπ)#Q1+#Q2 c
(
#Q1
2
)
c
(
#Q2
2
)
× Cm(Q1, 1) B · · · B Cm(Q1, l1) B km B Cm(Q2, 1) B · · · B Cm(Q2, l2) . (2.177)
Jede Kombination der Operatorprodukte tritt genau 12 (#Q1 + #Q2) + 1 mal auf, denn
der in (2.177) ausgeschriebene Faktor km kann der insgesamt 1., 3., 5., . . . Faktor km des
Produktes sein. Wir fassen diese Summanden jeweils zusammen und erhalten
U km U
∗ =
∞∑
l=0
(−1)l
∑
Q ∈ P(l + 1),
#Q ungerade
(iπ)#Q−1
#Q∑
q = 0,
q gerade
c
(
q
2
)
c
(
#Q− 1− q
2
)
× Cm(Q, 1) B Cm(Q, 2) · · ·Cm(Q, l) B Cm(Q, l + 1) .
Nach Einsetzen von (2.176) und Vergleich mit (2.173) folgt die Behauptung. ✷
Nachdem wir den Operator V kennen, ko¨nnen wir nun auch die Sto¨rungsrechnung fu¨r
pm durchfu¨hren. Dazu verwenden wir (2.159) als Definitionsgleichung.
Def. 2.3.4 Wir setzen
p˜m = V pm V
∗ (2.178)
mit V gema¨ß (2.174).
Wir mu¨ssen verifizieren, daß p˜m die Diracgleichung erfu¨llt.
Lemma 2.3.5 Es gilt
(i∂/ −m+ B) p˜m = 0 .
8Das sieht man am einfachsten mit der “erzeugenden Funktion” f(x) =
∑∞
n=0
c(n)xn. Aus (2.176) folgt
mit der Cauchy’schen Produktformel
f2(x) =
∞∑
n=0
(
n∑
q=0
c(q) c(n− q)
)
xn =
∞∑
n=0
xn =
1
1− x
und somit f(x) = (1 − x)−1/2. Durch Taylorentwicklung dieser Funktion erha¨lt man die Koeffizienten
(2.175).
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Beweis: Wir rechnen explizit
(i∂/−m) V pm =
∞∑
l=0
(−1)l
∑
Q ∈ P(l),
#Q gerade
(#Q− 1)!!
(#Q/2)! · 2#Q/2 (iπ)
#Q
× (i∂/−m) Cm(Q, 1) B Cm(Q, 2) · · ·Cm(Q, l − 1) B Cm(Q, l) B pm
=
∞∑
l=1
(−1)l
∑
Q ∈ P(l),
#Q gerade und 1 6∈ Q
(#Q− 1)!!
(#Q/2)! · 2#Q/2 (iπ)
#Q
× B Cm(Q, 2) · · ·Cm(Q, l − 1) B Cm(Q, l) B pm = −B V pm .
✷
Damit haben wir die Sto¨rungsrechnung fu¨r pm, km durchgefu¨hrt. Wegen der Kausalita¨t
bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r die Greensfunktionen nennen wir die Methode kausale Sto¨rungsentwicklung.
Fu¨r k˜m folgt direkt aus der Konstruktion, daß keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten.
Fu¨r p˜m ist das nach Definition 2.3.4 nicht unmittelbar klar. Man muß dazu die Analogie der
Formeln der Lichtkegelentwicklung fu¨r p˜m, k˜m ausnutzen, der wir schon bei der Diskussion
der Ergebnisse aus Anhang A-D begegnet sind. Wir werden nicht allgemein beweisen, daß
p˜m der Lokalita¨tsforderung (2.117) genu¨gt. Bei allen expliziten Rechnungen wird sich aber
zeigen, daß tatsa¨chlich alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden.
Nach unserer Konstruktion ist klar, daß sich die Eindeutigkeit der Sto¨rungsrechnung
fu¨r die Greensfunktionen auch auf p˜m, k˜m u¨bertra¨gt. Wir ko¨nnen also sagen, daß die
kausale Sto¨rungsentwicklung die einzige Methode der Sto¨rungsrechnung ist, bei der keine
nichtlokalen Linienintegrale auftreten.
Um die Unterschiede zwischen der kausalen Sto¨rungsrechnung und den urspru¨nglichen
Gleichungen (2.155) besser zu erkennen, betrachten wir abschließend eine Entwicklung bis
zur Ordnung O(B3):
V =
∫
IR∪iIR
dm
(
pm − sm B pm + sm B sm B pm − π
2
2
km B km B pm
)
+O(B3) (2.179)
p˜m = pm − sm B pm − pm B sm + pm B sm B sm + sm B pm B sm + sm B sm B pm
−π
2
2
(km B km B pm + pm B km B km) + O(B3) (2.180)
k˜m = km − sm B km − km B sm + km B sm B sm + sm B km B sm + sm B sm B km
−π2 km B km B km + O(B3) (2.181)
In erster Ordnung stimmen diese Gleichungen mit (2.152) und (2.60), (2.61) u¨berein.
In zweiter Ordnung tritt in den Formeln fu¨r p˜m, k˜m gegenu¨ber (2.155) zusa¨tzlich der
Beitrag in der zweiten Zeile von (2.180), (2.181) auf. Durch diese Beitra¨ge verschwinden
die nichtlokalen Linienintegrale in zweiter Ordnung. Der Operator V unterscheidet sich
von U , (2.152), durch den zusa¨tzlichen Term −π22 kmBkmBpm. Wie erwartet ist V dadurch
in zweiter Ordnung nicht unita¨r, genauer
V V ∗ = V ∗ V = 1− π
2
2
∫
IR∪iIR
dm (km B km B pm + pm B km B km) + O(B3) .
84
2.3.2 Formale Sto¨rungsentwicklung fu¨r P (x, y)
Die kausale Sto¨rungsentwicklung fu¨r pm, km la¨ßt sich direkt auf den fermionischen Projektor
u¨bertragen, indemman in alle Formeln wie in den Abschnitten 2.2.3, 2.2.4 die Asymmetriematrizen
X,Y einfu¨gt. Zur Klarheit stellen wir die Konstruktion noch einmal in systematischer
Reihenfolge zusammen.
Wir arbeiten wieder gema¨ß (2.118), (2.119) mit den Operatoren s, k, p auf H ⊗ ICf .
Analog zu (2.74), (2.75) definieren wir die avancierte und retardierte Greensfunktion durch
s∨[m] = s[m] + iπ k[m] , s
∧
[m] = s[m] − iπ k[m] .
Fu¨r diese Greensfunktionen la¨ßt sich die Sto¨rungsrechnung kanonisch durchfu¨hren, wir
setzen
s˜∨ =
∞∑
k=0
(−s∨ B)k s∨ , s˜∧ =
∞∑
k=0
(−s∧ B)k s∧ . (2.182)
Wie man direkt nachrechnet, erfu¨llen die gesto¨rten Greensfunktionen die Gleichungen
(i∂/−mY + B) s˜∨ = (i∂/−mY + B) s˜∧ = 1 .
Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt fu¨hren wir nun zuna¨chst den Operator V ein und
definieren damit die gesto¨rten Gro¨ßen. Auf diese Weise ko¨nnen p, k einheitlich behandelt
werden.
Def. 2.3.6 Wir definieren auf H ⊗ ICf den Operator
V =
∫
IR∪iIR
dm
∞∑
l=0
(−1)l
∑
Q ∈ P(l),
#Q gerade
(#Q− 1)!!
(#Q/2)! · 2#Q/2 (iπ)
#Q
× C[m](Q, 1) B C[m](Q, 2) · · ·C[m](Q, l − 1) B C[m](Q, l) B pm , (2.183)
dabei stehen die Faktoren C[m](Q,n) fu¨r die Operatoren
C[m](Q,n) =
{
k[m] falls n ∈ Q
s[m] falls n 6∈ Q , Q ⊂ IN .
Die Sto¨rungsentwicklung fu¨r p, k wird mit der nichtunita¨ren Sto¨rtransformation
p˜ := V p V ∗ , k˜ := V k V ∗
durchgefu¨hrt.
Satz 2.3.7 Die Operatoren p˜, k˜ erfu¨llen die gesto¨rte Diracgleichung
(i∂/−mY + B) p˜ = (i∂/−mY + B) k˜ = 0 . (2.184)
Die Sto¨rungsrechnung fu¨r k la¨ßt sich auf diejenige fu¨r die Greensfunktionen zuru¨ckfu¨hren,
k˜ =
1
2πi
(s˜∨ − s˜∧) . (2.185)
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Beweis: Gleichung (2.185) und die Diracgleichung (2.184) fu¨r k˜ folgen genau wie in Satz
2.3.3. Die Diracgleichung fu¨r p˜ erha¨lt man analog wie in Satz 2.3.5. ✷
Falls der fermionische Projektor nur eine Massenasymmetrie besitzt, ko¨nnen wir P˜ (x, y)
analog zu (2.125) durch
P˜ (x, y) =
1
2
TrF (p˜ − k˜)(x, y)
definieren. Fu¨r lokale Sto¨roperatoren B treten bei dieser Sto¨rungsrechnung keine nichtlokalen
Linienintegrale auf.
Im Fall mit zusa¨tzlicher chiraler Asymmetrie mu¨ssen wir die Matrix X einfu¨gen und
setzen entsprechend zu Gleichung (2.132)
P˜ =
1
2
TrF (V X(p − k) V ∗) . (2.186)
Als Folge der chiralen Asymmetrie ist die Lokalita¨tsforderung (2.117) nicht mehr fu¨r
beliebige lokale Sto¨roperatoren erfu¨llt. In Verallgemeinerung unserer U¨berlegung in erster
Ordnung Sto¨rungstheorie fallen aber fu¨r die Diracoperatoren (2.145), (2.149) auch in
ho¨herer Ordnung alle nichtlokalen Linienintegrale weg.
2.3.3 Sto¨rungsrechnung im Ortsraum
Nachdem die formale Sto¨rungsentwicklung durchgefu¨hrt ist, ko¨nnen wir uns dem Studium
der einzelnen Sto¨rungsbeitra¨ge zuwenden. Wir mu¨ssen zeigen, daß alle Beitra¨ge endlich
sind. Außerdem mu¨ssen fu¨r die Sto¨rungsbeitra¨ge explizite Formeln im Ortsraum abgeleitet
werden. In Anhang E wurden einige Rechnungen in ho¨herer Ordnung Sto¨rungstheorie
durchgefu¨hrt. Wir wollen hier die verwendete Methode veranschaulichen und die Ergebnisse
aus Anhang E beschreiben.
Bevor wir beginnen, ko¨nnen wir schon einen allgemeinen Unterschied zum Vorgehen
in Abschnitt 2.2.2 festhalten: In erster Ordnung war es ausreichend, die Sto¨rungsrechnung
fu¨r pm, km durchzufu¨hren. Wegen der Linearita¨t lassen sich die Ergebnisse na¨mlich direkt
auf den fermionischen Projektor u¨bertragen, indem man die Asymmetriematrizen X,Y
geeignet in die Entwicklungsformeln einfu¨gt. In Sto¨rungstheorie ho¨herer Ordnung ist die
Situation komplizierter, weil die Sto¨roperatoren und Asymmetriematrizen in verschiedensten
Kombinationen, z.B.
X Y B B , X B Y B , X B B Y , B X B Y , . . . ,
auftreten ko¨nnen. Aus diesem Grund mu¨ssen wir nun die Sto¨rungsrechnung (2.186) fu¨r
den fermionischen Projektor untersuchen.
Prinzip der Rechnung
Da eine explizite Durchfu¨hrung der Sto¨rungsrechnung mit dem Operator V wegen der
kombinatorischen Faktoren in (2.183) unu¨bersichtlich ist, wird in Anhang E mit der
Sto¨rungsentwicklung (2.182) fu¨r die Greensfunktionen gearbeitet. Mit Hilfe von Gleichung
(2.185) lassen sich die Ergebnisse auf k˜ und, mit einem allgemeinen Analogieargument fu¨r
die Ergebnisse der Lichtkegelentwicklung, auch auf p˜ u¨bertragen. Schließlich wird in die
Endformeln die chirale Asymmetriematrix X eingefu¨gt.
Damit die Darstellung u¨berschaubar bleibt, lassen wir hier die chirale Asymmetriematrix
weg und betrachten lediglich die Sto¨rungsentwicklung fu¨r die avancierte Greensfunktion.
86
Außerdem werden wir die Methode der Rechnung nur am Beispiel eines U(B)-Potentials
B = A/ beschreiben. Wir konzentrieren uns also auf die formale Sto¨rungsreihe
s˜∨ =
∞∑
n=0
(−s∨ A/)n s∨ . (2.187)
Zuna¨chst u¨berlegen wir, warum die Beitra¨ge jeder Ordnung als Distribution wohldefiniert
sind: Fu¨r den Beitrag erster Ordnung −s∨A/s∨ ko¨nnen wir mit Hilfe von (2.185) die
Ergebnisse von Theorem 5.1.1, Theorem 5.2.1 u¨bertragen und erhalten Entwicklungsformeln
bis zur Ordnung O(ξ2). Wir wollen das Ergebnis intrinsisch mit der freien Greensfunktion
ausdru¨cken. Dazu entwickeln wir die avancierte Greensfunktion nach der Masse,
s∨m =
∞∑
l=0
ml s∨(l) mit
s∨(0)(x, y) =
i
π
ξ/ δ′(ξ2) Θ(ξ0) , s∨(1)(x, y) = −
1
2π
l∨(ξ)
s∨(2)(x, y) = −
i
4π
ξ/ l∨(ξ) , s∨(3) =
1
8π
Θ∨(ξ) , . . . ,
und schreiben den Sto¨rungsbeitrag erster Ordnung in der Form
(−s∨ A/ s∨)(x, y) =
∞∑
l=0
F 1(l)(x, y) s
∨
(l)(x, y) (2.188)
mit glatten Funktionen F 1(l). Genauer sind die Funktionen F
1
(l) Linienintegrale u¨ber das
Potential und dessen partielle Ableitungen; in Theorem 5.1.1 und Theorem 5.2.1 wurden
F 1(0), . . . , F
1
(6) explizit berechnet. Bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r das elektromagnetische Feld
haben wir gesehen, daß die Entwicklungsbeitra¨ge ho¨herer Ordnung in der Masse auf dem
Lichtkegel schwa¨cher singula¨r sind. Daher ist einsichtig, daß sich die Sta¨rke der Singularita¨t
auf dem Lichtkegel bei Entwicklung nach m mit der Formel
(−s∨(p) A/ s∨(q))(x, y) =
∞∑
l=p+q
F
1,(p,q)
(l) (x, y) s
∨
(l)(x, y) (2.189)
und geeigneten Funktionen F
1,(p,q)
(l) beschreiben la¨ßt. Der entscheidende Schritt bei der
U¨bertragung dieser Ergebnisse auf ho¨here Ordnung Sto¨rungstheorie ist die Tatsache,
daß die Entwicklungsformeln (2.188), (2.189) iteriert werden ko¨nnen. Leider wird die
Konstruktion durch die Kombinatorik der Diracmatrizen in F 1(l), s
∨,B erschwert. Zur
Einfachheit werden wir diese Komplikation im folgenden ignorieren. Dann liefert Gleichung
(2.188) bei Iteration eine Entwicklungsformel vom gleichen Typ
(
(−s∨ A/)n s∨) (x, y) = ∞∑
l=0
Fn(l)(x, y) s
∨
(l)(x, y) , (2.190)
nur haben die Funktionen Fn(l) als geschachtelte Linienintegrale u¨ber A und ∂
pA gegenu¨ber
F 1(l) eine kompliziertere Form. Wir sehen, daß die Sto¨rungsbeitra¨ge jeder Ordnung wohldefiniert
sind. Bei Entwicklung nach der Masse erhalten wir mit Hilfe von (2.189) eine Gleichung
der Form (
(−s∨ A/)n s∨)(p) (x, y) = ∞∑
l=p
Fn,p(l) (x, y) s
∨
(l)(x, y) . (2.191)
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Die Beitra¨ge ho¨herer Ordnung inm sind also auf dem Lichtkegel schwa¨cher singula¨r; damit
ist auch in ho¨herer Ordnung Sto¨rungstheorie eine Entwicklung nach der Masse sinnvoll.
Wir kommen zur Frage, wie die Sto¨rungsbeitra¨ge konkret aussehen. Bevor wir mit einer
detaillierteren Untersuchung der Funktionen Fn(l) in (2.190) beginnen, beschreiben wir das
weitere Vorgehen im Prinzip: Wir berechnen zuna¨chst Fn(l) fu¨r festes l und beliebiges n.
Die Summe u¨ber n kann ausgefu¨hrt werden, und wir erhalten explizite Ausdru¨cke fu¨r die
Funktionen
F(l) :=
∞∑
n=0
Fn(l) .
Diese Funktionen liefern nicht-perturbative Entwicklungsformeln fu¨r s˜∨, denn nach (2.187),
(2.190) gilt
s˜∨(x, y) =
∞∑
n=0
∞∑
l=0
Fn(l)(x, y) s
∨
(l)(x, y)
=
∞∑
l=0
(
∞∑
n=0
Fn(l)(x, y) s
∨
(l)(x, y)
)
=
∞∑
l=0
F(l)(x, y) s
∨
(l)(x, y) .
Es ist mathematisch nicht klar, daß die Summen u¨ber l, n vertauscht werden ko¨nnen. Aus
diesem Grund liefert unsere Methode, wie bereits zu Beginn dieses Abschnittes erwa¨hnt,
keinen Beweis fu¨r die Konvergenz der Sto¨rungsentwicklung. Da es uns mehr auf die
explizite Berechnung von s˜∨ ankommt, klammern wir diese eher technischen Konvergenzfragen
aus.
Wir beschreiben die Technik zur Berechnung der Funktionen Fn(l), F(l) in mehreren
Schritten und beginnen mit l = 0, also der fu¨hrenden Singularita¨t auf dem Lichtkegel: In
erster Ordnung Sto¨rungstheorie brauchen wir nur die Eichterme ∼ m0 zu beru¨cksichtigen,
(−s∨ A/ s∨)(x, y) = −i
∫ y
x
Ajξ
j s∨0 (x, y) + · · · .
Bei Iteration erhalten wir mit der Notation von (2.157)
(
(−s∨0 A/)2 s∨0
)
(x, y) = (−i)2
∫ 1
0
dλ1
∫ 1
λ1
dλ2 Aj1(z1) ξ
j1 Aj2(z2) ξ
j2 s∨0 (x, y) + · · ·
(
(−s∨0 A/)n s∨0
)
(x, y) = (−i)n
∫ 1
0
dλ1
∫ 1
λ1
dλ2 · · ·
∫ 1
λn−1
dλn
×Aj1(z1) ξj1 · · · Ajn(zn) ξjn s∨0 (x, y) + · · · .
Die Beitra¨ge lassen sich zu einem geordneten Exponential
s˜∨(x, y) = Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
s∨0 (x, y) + · · · (2.192)
aufsummieren, das wie u¨blich durch die absolut konvergente Dyson-Reihe gegeben ist,
Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
:=
∞∑
n=0
(−i)n
∫ 1
0
dλ1
∫ 1
λ1
dλ2 · · ·
∫ 1
λn−1
dλn Aj1(z1)ξ
j1 · · ·Ajn(zn)ξjn .
Wir bemerken, daß das Auftreten des geordneten Integrals in (2.192) nicht erstaunlich
ist, sondern bereits aufgrund der nichtabelschen Eichsymmetrie zu erwarten war: Im Fall
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einer U(B)-Eichtransformation Ψ(x) → U(x) Ψ(x) haben wir Aj = iU(∂jU−1). Das
geordnete Integral kann ausgefu¨hrt werden9
Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
= Texp
(∫ y
x
U(∂jU
−1) ξj
)
= U(x) U−1(y) ,
und liefert in (2.192) die gewu¨nschte lokale Phasentransformation
s˜∨(x, y) = U(x) s∨0 (x, y) U
−1(y) + · · · .
Bei der na¨chstschwa¨cheren Singularita¨t ∼ l∨(ξ) von (2.190) gibt es zwei verschiedene
Beitra¨ge: zum einen ko¨nnen ∼ m0 Ableitungen des Eichpotentials auftreten, zum anderen
tragen Terme ho¨herer Ordnung in der Masse bei. Wir untersuchen diese Beitra¨ge nacheinander:
Den Beitrag ∼ m0 n-ter Ordnung bauen wir in Gedanken auf, indem wir den Beitrag
erster Ordnung (n − 1)-mal von links mit dem Operator −s∨0A/ multiplizieren und nach
jedem Schritt um den Lichtkegel entwickeln. Um eine Singularita¨t ∼ l∨(ξ) zu erhalten, muß
bei den Lichtkegelentwicklungen genau einmal der schwa¨cher singula¨re Beitrag (5.2),(5.3),(5.4)
verwendet werden, (n − 1)-mal jedoch die fu¨hrende Singularita¨t der Eichterme. Nach
Addition u¨ber die Ordnung der Sto¨rungstheorie ko¨nnen wir also symbolisch
s˜∨(x, y) ≍
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1 s∨0
 Aˆ/
 ∞∑
k2=0
(−s∨0 A/)k2 s∨0
 (2.193)
schreiben, dabei bezeichnet der Hut “ .ˆ ” die Stelle, an der bei Lichtkegelentwicklung die
Terme (5.2),(5.3),(5.4) auftreten sollen. In den eckigen Klammern du¨rfen nur die Eichterme
verwendet werden, und wir ko¨nnen (2.192) einsetzen. Nach dieser U¨berlegung ist einsichtig,
daß wir den Beitrag zu s˜∨(x, y) erhalten, indem wir in die Terme von Theorem 5.1.1
geordnete Integrale u¨ber A einfu¨gen, genauer
s˜∨(x, y) ≍ − i
4π
∫ y
x
dz (α2 − α) Te−i
∫ z
x
Aj (z−x)j jk(z) ξ
k Te−i
∫ y
z
Al (y−z)
l
ξ/ l∨(ξ)
+
1
4π
∫ y
x
dz (2α − 1) Te−i
∫ z
x
Aj (z−x)j ξj γk Fkj(z) Te
−i
∫ y
z
Al (y−z)
l
l∨(ξ)
+
i
8π
∫ y
x
dz Te−i
∫ z
x
Aj (z−x)
j
εijkl Fij(z) ξk ργl Te
−i
∫ y
z
Al (y−z)
l
l∨(ξ) , (2.194)
9 Das sieht man folgendermaßen: Wir definieren fu¨r festes x, y die Funktionen
F1(α) = U(αy + (1− α)x) U
−1(y)
F2(α) = Texp
(∫ y
z
U(∂jU
−1) (y − z)j
)
|z=αy+(1−α)x
.
Nach einer Variablentransformation hat man
F2(α) =
∞∑
k=0
∫ 1
α
dλ1
∫ 1
λ1
dλ2 · · ·
∫ 1
λn−1
dλn (U(∂j1U
−1))|z1 ξ
j1 · · · (U(∂jnU
−1))|zn ξ
jn .
Wie man direkt nachrechnet, erfu¨llen F1, F2 die gewo¨hnliche Differentialgleichung
d
dα
F1/2(α) = −(U(∂jU
−1))|αy+(1−α)x ξ
j F1/2(α) mit F1/2(1) = 1 ,
und stimmen folglich auch fu¨r α = 0 u¨berein.
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wobei wir fu¨r das geordnete Integral eine Kurzschreibweise verwendet haben. Diese U¨bertragung
des Ergebnisses erster Ordnung Sto¨rungstheorie auf endliche Sto¨rungen ha¨tten wir a¨hnlich
wie (2.192) wegen der U(B)-Eichsymmetrie vermuten ko¨nnen.
Bei den Beitra¨gen ∼ l∨(ξ) ho¨herer Ordnung in der Masse mu¨ssen wir wegen (2.191)
nur bis zur Ordnung O(m3) entwickeln. Bei den in m linearen Sto¨rungsbeitra¨gen tritt in
den Operatorprodukten genau einmal der Faktor mY s∨(1) auf. Nach Resummation haben
wir also
s˜∨ ≍ m
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1
 Y s∨(1)
 ∞∑
k2=0
(−A/ s∨0 )k2
 . (2.195)
Bei Lichtkegelentwicklung du¨rfen nur die fu¨hrenden Eichterme verwendet werden. Die
eckigen Klammern liefern bei Lichtkegelentwicklung ganz a¨hnlich wie in (2.193) geordnete
Exponentiale. Im Spezialfall [A,Y ] = 0 erha¨lt man in Verallgemeinerung des Eichterms
(5.27) den Ausdruck
s˜∨(1)(x, y) = Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
Y s∨(1) + · · · , (2.196)
der allgemeine Fall ist etwas komplizierter. Zur Ordnung ∼ m2 gibt es zwei Beitra¨ge
s˜∨ ≍ m2
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1
 Y 2s∨(2)
 ∞∑
k2=0
(−A/ s∨0 )k2

−m2
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1
 Y s∨(1) A/
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1
 Y s∨(1)
 ∞∑
k2=0
(−A/ s∨0 )k2
 ,
die sich wiederum unter Verwendung der Eichterme iterativ um den Lichtkegel entwickeln
lassen.
Wir betrachten noch kurz die Singularita¨t ∼ Θ∨(ξ): Mit der Methode (2.193) lassen
sich alle Beitra¨ge der Sto¨rungsrechnung erster Ordnung u¨bertragen, beispielsweise erhalten
wir aus dem Stromterm (5.8) den Beitrag
s∨(x, y) ≍ 1
4π
∫ y
x
dz (α2 − α) Te−i
∫ z
x
Aj (z−x)j γk jk(z) Te
−i
∫ y
z
Al (y−z)
l
Θ∨(ξ) .
Zusa¨tzlich ko¨nnen bei der Lichtkegelentwicklung zweimal die schwa¨cher singula¨ren Beitra¨ge
(5.2),(5.3),(5.4) auftreten, also symbolisch
s˜∨(x, y) ≍
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/)k1 s∨0
 Aˆ/
 ∞∑
k2=0
(−s∨0 A/)k2 s∨0
 Aˆ/
 ∞∑
k3=0
(−s∨0 A/)k3 s∨0
 .
Auf diese Weise erha¨lt man beispielsweise einen Term, der proportional zum Energie-
Impuls-Tensor des Eichfeldes Fik F
k
j − 14 gij FklF kl ist. Bei den Sto¨rungsbeitra¨gen ho¨herer
Ordnung in der Masse mu¨ssen nun bei Lichtkegelentwicklung auch die Feldsta¨rke- und
Stromterme beru¨cksichtigt werden.
Damit wollen wir die Diskussion der einzelnen Sto¨rungsbeitra¨ge abschließen. Es ist
nach unserer Beschreibung klar, daß die Methode der Entwicklung und Resummation der
Operatorprodukte beliebig fortgesetzt werden kann. Natu¨rlich werden die Rechnungen fu¨r
die schwa¨cheren Singularita¨ten auf dem Lichtkegel immer aufwendiger, im Prinzip la¨ßt
sich damit aber s˜∨ (und damit letztlich auch der fermionische Projektor) zu beliebiger
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Ordnung in ξ2 exakt bestimmen. Die Methode der Rechnungen ist auch fu¨r theoretische
U¨berlegungen interessant, weil damit das Verhalten der Sto¨rungsbeitra¨ge auf den Lichtkegel
schon vor expliziter Lichtkegelentwicklung bestimmt werden kann. Insbesondere ko¨nnen
wir genau sagen, welche Beitra¨ge ho¨herer Ordnung fu¨r uns wichtig sind, und ko¨nnen diese
Beitra¨ge dann gezielt berechnen.
Als Vorbereitung auf die Diskussion des na¨chsten Unterabschnitts betrachten wir
abschließend, wie sich die Ergebnisse auf den Diracoperator mit chiralen Potentialen
(2.144), also auf die Sto¨rungsreihe
s˜∨ =
∞∑
n=0
(−s∨ (χL A/R + χR A/L))n s∨
u¨bertragen lassen. Bei den Beitra¨gen ∼ m0 nutzen wir aus, daß s∨0 ungerade ist (also mit
ρ antikommutiert) und ko¨nnen die chiralen Projektoren durchkommutieren,
χL/R s˜
∨ ≍ χL/R
∞∑
n=0
(−s∨0 A/L/R)n s∨0 . (2.197)
Damit la¨ßt sich die Sto¨rungsrechnung fu¨r B = A/ unmittelbar u¨bertragen. In ho¨herer
Ordnung in m ist die Situation etwas schwieriger, weil s∨(l) fu¨r ungerades l eine gerade
Matrix ist. Beispielsweise haben wir fu¨r den in m linearen Beitrag anstelle von (2.195)
χL/R s˜
∨ ≍ m
 ∞∑
k1=0
(−s∨0 A/L/R)k1
 Y s∨(1)
 ∞∑
k2=0
(−A/R/L s∨0 )k2
 (2.198)
und erhalten folglich bei Lichtkegelentwicklung Kombinationen der Form
Texp
(
−i
∫ z
x
AjL/R (z − x)j
)
Y Texp
(
−i
∫ y
z
AkR/L (y − z)k
)
. (2.199)
Allgemein kehrt sich in zusammengesetzten Ausdru¨cken bei jedem Faktor Y der chirale
Index der Potentiale AL/R um.
Beschreibung der Ergebnisse von Anhang E
Die Ergebnisse der Rechnungen von Anhang E sind in den Lichtkegelentwicklungen von
Theorem 5.5.2 auf Seite 179 und von Theorem 5.5.3 auf Seite 180 zusammengestellt. Wir
wollen nun diese Formeln genauer betrachten.
Theorem 5.5.2 ist im allgemeinen Fall mit Massenasymmetrie und chiraler Asymmetrie
anwendbar und liefert einen expliziten Ausdruck fu¨r die Operatoren V XpV ∗, V XkV ∗.
Gema¨ß (2.186) erha¨lt man durch Spurbildung u¨ber den Flavour-Raum unmittelbar eine
Gleichung fu¨r den gesto¨rten fermionischen Projektor. Der gesto¨rte Diracoperator kann die
recht allgemeine Form
χL UR (i∂/+A/R) U
−1
R + χR UL (i∂/+A/L) U
−1
L − m Ξ − iρ m Φ . (2.200)
haben; er entha¨lt wie (2.145) unita¨r transformierte chirale Potentiale und zusa¨tzlich eine
skalare/pseudoskalare Sto¨rung. Die chiralen Potentiale sollen mit der chiralen Asymmetriematrix
kommutieren
[XL, AL] = [XR, AR] = 0 . (2.201)
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Wir mu¨ssen zuna¨chst die verwendete Notation erkla¨ren: Die chirale Asymmetriematrix
wurde wieder gema¨ß (2.134) in XL/R zerlegt. Die Matrizen YL/R sind Kombinationen der
Massenmatrix mit dem skalaren/pseudoskalaren Potential, genauer
YL(x) := Y + Ξ(x) + iΦ(x) , YR(x) := Y + Ξ(x)− iΦ(x) . (2.202)
Wir haben folglich
Y + Ξ(x) + iρΦ(x) = χR YL + χL YR .
Die Tensoren F ijL/R, j
k
L/R sind der Feldsta¨rke- und Stromterm der chiralen Potentiale AL/R.
Die Menge O(ln(|ξ2|)) bezeichnet alle Distributionen f(x, y) mit der Eigenschaft, daß
|(ln(y − x)2)−1 f(x, y)| regula¨r ist. Fu¨r eine kompakte Schreibweise wurde schließlich der
Ableitungsoperator ∂ˆ/ eingefu¨hrt. Bei Anwendung auf geordnete Exponentiale liefert er
nach Definition den Exponenten als geordneten Faktor, genauer
∂ˆ/xTexp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
:= (iA/(x)) Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
∂ˆ/yTexp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
:= Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
(−iA/(y)) .
Auf alle anderen Funktionen wirkt ∂ˆ/ wie ein gewo¨hnlicher Differentialoperator. In einem
zusammengesetzten Ausdruck haben wir beispielsweise
∂ˆ/z Te
−i
∫ z
x
Aj (z−x)j f(z) Te−i
∫ y
z
Aj (y−z)j
= Te−i
∫ z
x
Aj (z−x)j ((−iA/) f + (∂/f) + f (iA/))|z Te−i
∫ y
z
Aj (y−z)j .
Zur besseren U¨bersicht beginnen wir die Diskussion von Theorem 5.5.2 mit einem
Spezialfall und gehen dann schrittweise zu den allgemeinen Voraussetzungen u¨ber. Zuna¨chst
betrachten wir den FallX = 1 ohne chirale Asymmetrie und nehmen mit den Voraussetzungen
UL/R ≡ 1, Ξ ≡ Φ ≡ 0 an, daß der Diracoperator die Form (2.144) hat. Es fa¨llt auf,
daß in (5.142) ein nichtlokales Linienintegral auftritt. Nach Zusammenfassen der beiden
Summanden in der geschweiften Klammer fa¨llt aber die Nichtlokalita¨t weg. Insgesamt
vereinfacht sich die Formel von Theorem 5.5.2 auf das Zwischenergebnis von Satz 5.5.1
(man beachte, daß dort die beiden Summanden (5.137), (5.141) zusammengefaßt sind).
Im fu¨hrenden Summanden (5.137) tritt genau wie in (2.192) ein geordnetes Exponential
u¨ber das Potential auf; wir wir an (2.197) gesehen hatten, muß man lediglich A durch AL
ersetzen. Die Summanden (5.138), (5.139), (5.140) entsprechen den Beitra¨gen (2.194). Die
Terme erster Ordnung in der Masse, (5.141), (5.142), erha¨lt man durch Lichtkegelentwicklung
von (2.198). Man sieht in U¨bereinstimmung mit (2.199), daß das chirale Potential links
und rechts des Faktors Y umgekehrte Ha¨ndigkeit besitzt. In erster Ordnung in AL/R
gehen die Beitra¨ge (5.141), (5.142) in die Eich-/Pseudoeichterme (5.27), (5.38), (5.39)
u¨ber, wie man direkt nachrechnen kann. Alle weiteren Sto¨rungsbeitra¨ge sind wenigstens
quadratisch in der Masse oder auf dem Lichtkegel ho¨chstens logarithmisch singula¨r und
wurden weggelassen.
Im na¨chsten Schritt gehen wir zum Fall mit chiraler Asymmetrie u¨ber. In der Lichtkegelentwicklung
treten nun die Faktoren XL und XR auf, und zwar immer in Kombination mit geordneten
Exponentialen u¨ber AL bzw. AR. Wegen Bedingung (2.201) kommutiert XL/R mit diesen
geordneten Exponentialen. Insbesondere ko¨nnen wir in der geschweiften Klammer von
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(5.142) die Faktoren XL/R in die Mitte kommutieren, wo sie bei Anwendung von (2.32)
herausfallen. Folglich ko¨nnen die beiden Summanden in der geschweiften Klammer wieder
zu einem lokalen Integral zusammengefaßt werden. In (5.138), (5.139), (5.140) kommutiert
XL jeweils mit dem gesamten Integralausdruck.
An den auftretenden Produkten von XL/R mit den geordneten Exponentialen kann man
sich u¨berlegen, was die Kommutatorbedingung (2.201) bei endlichen Sto¨rungen bedeutet,
wir diskutieren exemplarisch den Beitrag (5.137): Wir nehmen an, daß XL nicht mit
dem geordneten Exponential in (5.137) kommutiert. Dann ist (5.137) nicht hermitesch
und muß folglich durch einen anderen Ausdruck ersetzt werden. Es zeigt sich, daß in der
Sto¨rungsrechnung ho¨herer Ordnung (a¨hnlich wie bei (2.135)) unbeschra¨nkte Linienintegrale
auftreten. Man erha¨lt also anstelle des geordneten Exponentials eine unendliche Reihe
geschachtelter, nichtlokaler Linienintegrale. Damit ist die Lokalita¨tsforderung (2.117) selbstversta¨ndlich
verletzt. Wenn man will, kann man sogar einen Schritt weiter gehen und die Konvergenzprobleme
dieser Reihe als mathematisches Argument fu¨r die Lokalita¨tsforderung ansehen.
Wir kommen zum Fall mit zusa¨tzlichen chiralen Transformationen UL/R. Nach der
Relation10
Texp
(∫ y
x
(−iUAjU−1 + U(∂jU−1)) ξj
)
= U(x) Texp
(
−i
∫ y
x
Ajξ
j
)
U−1(y)
ist klar, daß alle geordneten Exponentiale von links und rechts mit einem Faktor UL/R
bzw. U−1L/R zu multiplizieren sind. Die chiralen Asymmetriematrizen XL/R treten stets
zwischen den beiden zusa¨tzlichen Faktoren UL/R, U
−1
L/R auf. Man beachte, daß das Integral
in (5.142) nicht mehr notwendigerweise lokal ist. Damit die Nichtlokalita¨t verschwindet,
mu¨ssen die Produkte von XL/R mit dem mittleren Faktor U
−1
L YLUR in beiden Summanden
der geschweiften Klammer u¨bereinstimmen, also
U−1L Y UR XR = XL U
−1
L Y UR und entsprechend U
−1
R Y UL XL = XR U
−1
R Y UL .
(2.203)
Im letzten Schritt betrachten wir zusa¨tzlich die skalare/pseudoskalare Sto¨rung: Gema¨ß
unserer U¨berlegung an (2.98), (2.99) beschreiben die Potentiale Ξ,Φ fu¨r die fu¨hrende
Singularita¨t auf dem Lichtkegel eine skalare bzw. axiale Massenverschiebung. Daher ist
einsichtig, daß wir zur Beschreibung der skalaren/pseudoskalaren Sto¨rung einfach Ξ, Φ
gema¨ß (2.202) mit der Massenmatrix zusammenfassen und Y durch die dynamischen
Massenmatrizen YL/R(x) ersetzen mu¨ssen. Der chirale Index ist dabei stets wie bei den
links davon stehenden Potentialen AL/R zu wa¨hlen. Damit (5.142) ein lokales Linienintegral
ist, mu¨ssen analog zu (2.203) die Gleichungen
U−1L YLUR XR = XL U
−1
L YLUR und entsprechend U
−1
R YRUL XL = XR U
−1
R YRUL
(2.204)
gelten.
Zum Abschluß der Diskussion von Theorem 5.5.2 stellen wir einen Zusammenhang zum
Diracoperator (2.149) und den Bedingungen (2.146), (2.148) her genauer begru¨nden: Wir
ko¨nnen den Diracoperator (2.200) in der Form (2.149) schreiben und setzen dazu
Bu = χL A/R + χR A/L , Bg = mχR U−1L (−Ξ− iΦ)UL + mχL U−1R (−Ξ + iΦ)UR .
Da die Potentiale UL/R,Ξ,Φ in Theorem 5.5.2 beliebig sein ko¨nnen, sind die Bedingungen
(2.146), (2.148) i.a. verletzt. Die Bedingung (2.146) folgt aus (2.203). Fu¨r die Fermionkonfiguration
10Dies kann man ganz analog wie in Fußnote 9 auf Seite 89 verifizieren.
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des Standardmodells ist XL = 1, so daß (2.203) und (2.146) sogar a¨quivalent sind. Der
erste Teil von Gleichung (2.149) stimmt mit der Kommutatorbedingung (2.201) u¨berein.
Bei Einsetzen von (2.202) in (2.204) erhalten wir
χR Bg XR − χR XL Bg = 0 und χL Bg XL − χL XR Bg = 0 ,
also den zweiten Teil von Bedingung (2.149). Mit dem Ergebnis von Theorem 5.5.2 la¨ßt
sich also am Beispiel des Diracoperators (2.200) explizit u¨berpru¨fen, daß die Bedingungen
(2.146), (2.148) notwendig und hinreichend sind, damit in der Sto¨rungsrechnung keine
nichtlokalen Linienintegrale auftreten. Man sieht auch, warum der Ansatz (2.200) gerade
in dieser Form sinnvoll ist.
Wir kommen zu Theorem 5.5.3. Dort sind die Beitra¨ge ∼ m2 zu p˜, k˜ aufgelistet, die
ja in Theorem 5.5.2 nicht beru¨cksichtigt wurden. Damit die Rechnung nicht zu aufwendig
wird, haben wir nur den Fall ohne chirale Asymmetrie behandelt, außerdem hat der
Diracoperator gegenu¨ber (2.200) die speziellere Form
i∂/ + iχL UR(∂/U
−1
R ) + iχR UL(∂/U
−1
L ) − m Ξ − iρm Φ .
Diese Vereinfachungen sind aber unwesentlich, weil XL/R und die geordneten Exponentiale
u¨berAL/R direkt in die Formel von Theorem 5.5.3 eingefu¨gt werden ko¨nnen. Die Lichtkegelentwicklung
wurde bis zur Ordnung O(ξ2) bzw. O(ξ0) durchgefu¨hrt, dabei bezeichnet O(ξ0) die Menge
aller regula¨ren Distributionen. In erster Ordnung in den chiralen Potentialen UL/R(∂jU
−1
L/R)
geht (5.143) in den Eich-/Pseudoeichterm (5.27), (5.38) u¨ber, die Summanden (5.146),
(5.147) liefern den Massenterm (5.43). In erster Ordnung in Ξ,Φ fu¨hrt (5.143) auf die
Massenverschiebung (5.63), die Beitra¨ge (5.144) und (5.146), (5.147) liefern die Ableitungsterme
(5.65) bzw. (5.64), (5.72). Der Summand (5.145) tra¨gt bei Sto¨rungsentwicklung erst ab
zweiter Ordnung bei.
Wir kommen zum Ende der Untersuchung endlicher Sto¨rungen und fassen die Ergebnisse
noch einmal kurz zusammen: Wir haben eine Methode beschrieben, mit welcher der
fermionische Projektor bei Sto¨rungen des Diracoperators nicht-perturbativ um den Lichtkegel
entwickelt werden werden kann. Mit Theorem 5.5.2 und Theorem 5.5.3 wurden fu¨r alle
Singularita¨ten bis zur Ordnung O(ln(|ξ2|)) explizite Formeln im Ortsraum abgeleitet.
Bei den Beitra¨gen ∼ m2 haben wir sogar die Singularita¨t ∼ ln(|ξ2|) exakt berechnet.
Außerdem lassen sich viele Ergebnisse der Sto¨rungsrechnung erster Ordnung unmittelbar
durch Einfu¨gen von geordneten Exponentialen u¨ber die chiralen Potentiale auf endliche
Sto¨rungen u¨bertragen. Schließlich ko¨nnen wir von allen nicht berechneten Sto¨rungsbeitra¨gen
ho¨herer Ordnung die Sta¨rke der Singularita¨t auf dem Lichtkegel genau angeben. Damit
haben wir genu¨gend Informationen u¨ber den wechselwirkenden fermionischen Projektor
zusammengetragen, um mit der Untersuchung zusammengesetzter Ausdru¨cke in P˜ (x, y)
beginnen zu ko¨nnen.
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Kapitel 3
Produkte von Distributionen
Im vorangehenden Kapitel 2 haben wir den fermionischen Projektor P (x, y) im Kontinuum
eingefu¨hrt und das Verhalten dieser Distribution bei verschiedenen Sto¨rungen des Di-
racoperators untersucht (wir lassen ab jetzt die Tilde “˜” beim gesto¨rten fermionischen
Projektor zur Einfachheit meist weg). Wenn man Gleichungen der Form (1.26), (1.28)
auf naive Weise von der diskreten Raumzeit ins Kontinuum u¨bertra¨gt, treten formale
Distributionsprodukte
(P (x, y) P (y, x))p , (P (x, y) P (y, x))p P (x, y) (3.1)
auf. In diesem Kapitel wollen wir solchen Ausdru¨cken einen mathematischen Sinn geben.
die Klammerschreibweise (. | .)
Da sich die formalen Produkte (3.1) im Block-Index komponentenweise untersuchen lassen,
ko¨nnen wir uns hier auf den Fall eines Blocks, also Spindimension 4, beschra¨nken. Die
Diracmatrizen lassen sich mit den u¨blichen Rechenregeln vereinfachen. Um das Problem
mo¨glichst allgemein zu behandeln, arbeiten wir anstelle der Diracmatrizen mit Tensor-
indizes, die spa¨ter durch Kontraktion miteinander verknu¨pft werden. Wir schreiben die
einzelnen Sto¨rungsbeitra¨ge zu P (x, y) also in der Form
P (x, y) ≍ fi1···ip(x, y) ξj1 · · · ξjq D(ξ) (3.2)
mit glatten Funktionen fi1···ip(x, y) (z.B. Linienintegralen u¨ber Stro¨me oder Feldsta¨rken),
Faktoren ξi = yi − xi und einer temperierten Distribution D(y − x). Da der fermionische
Projektor gema¨ß (2.186) aus Diracseen 12(p−k) aufgebaut wird, besteht (3.2) immer aus der
Differenz entsprechender Sto¨rungsbeitra¨ge zu p und k. Bei Vergleich der Sto¨rungsrechnung
fu¨r p, k stellt man fest, daß fu¨r D(ξ) lediglich die Kombinationen
1
ξ4
− iπ δ′(ξ2) ǫ(ξ0) (3.3)
1
ξ2
+ iπ δ(ξ2) ǫ(ξ0) (3.4)
ln(|ξ2|) + iπ Θ(ξ2) ǫ(ξ0) (3.5)
ξ2 ln(|ξ2|) + iπ ξ2 Θ(ξ2) ǫ(ξ0) (3.6)
auftreten, wobei ξ−2 und ξ−4 als Hauptwert bzw. Distributionsableitung des Hauptwertes
definiert sind. Die Beitra¨ge zu P (y, x) erha¨lt man durch komplexe Konjugation von (3.2),
wobei sich jeweils das Vorzeichen des zweiten Summanden in (3.3) bis (3.6) umkehrt.
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Zuna¨chst fu¨hren wir fu¨r die einzelnen Beitra¨ge zu P (x, y), P (y, x) eine einfache und
zweckma¨ßige Notation ein: Wir gehen in den Impulsraum. Bei expliziter Berechnung der
Fouriertransformierten stellt man fest, daß der Tra¨ger der Distributionen (3.3) bis (3.6)
im oberen Massenkegel, also in der Menge {k | k2 ≥ 0 und k0 ≥ 0}, liegt. Die komplex
Konjugierten haben den Tra¨ger entsprechend im unteren Massenkegel. Die jeweils ersten
Summanden von (3.3) bis (3.6),
1
ξ4
,
1
ξ2
, ln(|ξ2|) , ξ2 ln(|ξ2|) , (3.7)
besitzen als deren Realteil den Tra¨ger sowohl im oberen als auch im unteren Lichtkegel.
Folglich ko¨nnen wir die Distributionen (3.3) bis (3.6) und ihre komplex Konjugierten
durch Projektion von (3.7) auf die Zusta¨nde positiver bzw. negativer Energie darstellen,
also beispielsweise
1
ξ2
± iπ (l∨(ξ)− l∧(ξ)) =
∫
d4ξ˜
1
ξ˜2
(∫
d4p
(2π)4
Θ(±p0) e−ip(ξ−ξ˜)
)
.
Aus diesem Grund ist es mathematisch sinnvoll, als Kurzschreibweise fu¨r (3.3) bis (3.6)
die Ausdru¨cke (3.7) in die linke Seite einer Klammer (.|.) zu schreiben(
ξ−4 | 1
)
,
(
ξ−2 | 1
)
,
(
ln(|ξ2|) | 1
)
,
(
ξ2 ln(|ξ2|) | 1
)
.
Bei komplexer Konjugation vertauschen wir den ersten und den zweiten Eintrag, also z.B.
(ln(|ξ2|) | 1) = (1 | ln(|ξ2|)). Die Faktoren ξj schreiben wir mit in die Klammer (.|.) hinein.
Die einzelnen Beitra¨ge zum fermionischen Projektor haben mit dieser Klammernotation
also die Form
P (x, y) ≍ fi1···ip(x, y)
(
ξj1 · · · ξjq h(ξ2) | 1
)
(3.8)
P (y, x) ≍ fi1···ip(x, y)
(
1 | ξj1 · · · ξjq h(ξ2)
)
, (3.9)
dabei ist h(ξ2) eine der Funktionen (3.7).
Nach Definition liegt der Tra¨ger der Distributionen (h(ξ2) | 1), (1 | h(ξ2)) im oberen
bzw. unteren Massenkegel. Da die Multiplikation mit ξj im Impulsraum der partiellen
Ableitung i∂pj entspricht, haben die Faktoren(
ξj1 · · · ξjq h(ξ2) | 1
)
(3.10)(
1 | ξj1 · · · ξjq h(ξ2)
)
(3.11)
in (3.8), (3.9) ebenfalls den Tra¨ger im oberen bzw. unteren Massenkegel. Diese Tatsache
haben wir empirisch aus der Sto¨rungsrechnung erhalten. Man kann sich auch direkt u¨berlegen,
warum das so sein muß: Ohne Wechselwirkung ist P (x, y) aus freien Diracseen, also
Zusta¨nden auf der unteren Massenschale, aufgebaut. Als Funktion von y hat P (x, y)
also den Tra¨ger im oberen Massenkegel. Im gesto¨rten Fall ist die Situation komplizierter,
weil die Zusta¨nde von P nicht mehr nur aus negativen Frequenzen bestehen. Im Beitrag
(3.8) der Sto¨rungsrechnung entha¨lt der Faktor fi1···ip klassische Potentiale oder Felder,
der Faktor (3.10) ist dagegen von der Dynamik der Sto¨rung unabha¨ngig. Im Grenzfall
homogener, stationa¨rer Sto¨rungen a¨ndern sich Impuls und Energie der Zusta¨nde von P
beliebig wenig, so daß dann der Tra¨ger von (3.8) und damit auch allgemein von (3.10) im
oberen Massenkegel liegt.
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die Methode der variablen Regularisierung
Bevor wir mit den mathematischen Konstruktionen beginnen, wollen wir das grundlegende
Problem herausarbeiten und die verwendete Methode qualitativ beschreiben. Unsere Aufgabe
besteht darin, auf sinnvolle Weise Produkte der Distributionen (3.8), (3.9) zu definieren.
Da die glatten Funktionen fi1···ip problemlos miteinander multipliziert werden ko¨nnen,
lassen wir sie bei der folgenden Diskussion zur Einfachheit weg und beschra¨nken uns auf
die Distributionen (3.10), (3.11).
Wir betrachten zuna¨chst die Situation im Impulsraum: Die Multiplikation im Ortsraum
entspricht gema¨ß
(f̂ g)(p) =
∫
d4x
∫
d4q1
(2π)4
∫
d4q2
(2π)4
fˆ(q1) gˆ(q2) e
−i(q1+q2−p) x
=
∫
d4q
(2π)4
fˆ(q) gˆ(p− q) = 1
(2π)4
(fˆ ∗ gˆ)(p) (3.12)
einer Faltung im Impulsraum. Bei der Multiplikation zweier Distributionen (3.10) mit
Tra¨ger im oberen Massenkegel muß man in (3.12) u¨ber den nach oben geo¨ffneten Massenkegel
um den Ursprung mit dem nach unten geo¨ffneten Massenkegel um p integrieren, also
q ∈
{
q2 ≥ 0, q0 ≥ 0
}
∩
{
(q − p)2 ≥ 0, q0 − p0 ≤ 0
}
. (3.13)
Das Integrationsgebiet ist kompakt; das Integral la¨ßt sich problemlos berechnen und ist
endlich. Also ko¨nnen wir Distributionen vom Typ (3.10) und analog auch vom Typ (3.11)
jeweils untereinander multiplizieren und erhalten als Ergebnis wieder eine Distribution.
Beim Produkt (3.10) · (3.11) zweier Distributionen mit Tra¨ger im oberen und unteren
Massenkegel erha¨lt man dagegen in (3.12) das Integral u¨ber den Schnitt zweier nach oben
geo¨ffneter Massenkegel, also
q ∈
{
q2 ≥ 0, q0 ≥ 0
}
∩
{
(q − p)2 ≥ 0, q0 − p0 ≥ 0
}
. (3.14)
Nun ist das Integrationsgebiet unbeschra¨nkt, so daß das Faltungsintegral i.a. divergiert.
Die Multiplikation von (3.10) mit (3.11) fu¨hrt also auf Probleme. Da die beiden Faktoren
fu¨r ξ2 6= 0 regula¨re Funktionen sind, ko¨nnen wir genauer sagen, daß bei der Multiplikation
Divergenzen auf dem Lichtkegel auftreten.
Diese Divergenzen haben wir schon in der Einleitung angesprochen. Wie dort beschrieben
wurde, mu¨ssen sie durch Regularisierung der Distributionen auf der La¨ngenskala ε beseitigt
werden. In der Planckna¨herung fu¨hrt man eine Entwicklung nach ε durch und untersucht
die einzelnen Polordnungen getrennt. Dieses Vorgehen ist nur dann sinnvoll, wenn die
Endergebnisse unabha¨ngig von der verwendeten Regularisierung sind.
Die eigentliche Schwierigkeit liegt in der geforderten Unabha¨ngigkeit von der Regularisierungsmethode.
Auf den ersten Blick scheint dies ein ganz prinzipielles Problem zu sein. Die Regularisierung
auf der La¨ngenskala ε bedeutet na¨mlich im Impulsraum, daß die Distribution fu¨r Impulse
der Gro¨ßenordnung 2π/ε abgea¨ndert wird, beispielsweise durch einen Cutoff. Da in das
Faltungsintegral (3.12) im Fall (3.14) beliebig große Impulse q, q−p eingehen, ist zuna¨chst
nicht klar, warum es auf die spezielle Art der Regularisierung letztlich nicht ankommen
sollte. Glu¨cklicherweise wird die Situation besser, wenn man beru¨cksichtigt, daß die Divergenzen
auf dem Lichtkegel auftreten: Wie ab Seite 50 beschrieben, ist fu¨r die Singularita¨t der
Distribution P (x, y) auf dem Lichtkegel die Flanke der Fouriertransformierten auf dem
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Massenkegel verantwortlich. Genauer kommt es im Fall ξ2 = 0 lediglich auf die Zusta¨nde
in einer Umgebung der 2-Ebene
e(ξ) :=
{
k | k2 = 0 und kj ξj = 0
}
(3.15)
an. In die Divergenz des Produktes (3.10) · (3.11) geht dann auch nur die Form der
Regularisierung la¨ngs e(ξ) ein; insbesondere ist das Verhalten der regularisierten Distributionen
außerhalb einer Umgebung des Massenkegels irrelevant. Darum ko¨nnen wir hoffen, daß die
Divergenzen auf dem Lichtkegel von der Regularisierungsmethode weitgehend unabha¨ngig
sind.
Diese anschauliche Vorstellung ist im Moment sehr vage und qualitativ. Um sie zu
verifizieren und mathematisch zu pra¨zisieren, muß man eine mo¨glichst allgemeine Klasse
von Regularisierungen betrachten. Erst dann la¨ßt sich die Abha¨ngigkeit des Distributions-
produktes von ε und dem Regularisierungsverfahren genau untersuchen. Alle Aussagen,
die unabha¨ngig von der Regularisierungsmethode sind, ko¨nnen auf sinnvolle Weise in
die Definition des Distributionsproduktes u¨bernommen werden. Alle Aussagen, in die
das Regularisierungsverfahren eingeht, werden wir dagegen ignorieren. Wir nennen dieses
Vorgehen Methode der variablen Regularisierung.
Es stellt sich die Frage, was wir genau unter “mo¨glichst allgemeine Klasse von Regularisierungen”
verstehen wollen. Auf der einen Seite muß die Klasse so groß sein, daß sich die Abha¨ngigkeit
des Produktes von der Regularisierung detailliert untersuchen la¨ßt. Auf der anderen Seite
soll sich der mathematische Aufwand in Grenzen halten. Als Kompromiß werden wir die
Distributionen durch Faltung mit einer beliebigen rationalen Funktion η regularisieren.
Das ist technisch relativ einfach, trotzdem sollten sich damit alle wichtigen Effekte beschreiben
lassen. Unsere Konstruktionen werden auf jeden Fall in dem Sinne kanonisch sein, daß jede
andere in sich konsistente Methode auf die gleichen Ergebnisse fu¨hrt.
Wir wollen etwas konkreter werden. Nach Regularisierung auf der La¨ngenskala ε ko¨nnen
wir die Distributionsprodukte ausfu¨hren und im schwachen Sinne untersuchen. Etwas
vereinfacht erha¨lt man in einem speziellen Bezugssystem ξ = (t, ~x) ein Integral der Form
1
εp
∫ ∞
−∞
dt
∫
IR3
d~x g(t, ~x) f(t, ~x)
Λ(t, ~x)
rq
δε(|t| − r)
2r
, (3.16)
dabei ist g eine Testfunktion, Λ eine glatte Funktion, f ein zusammengesetzter Ausdruck
in den Tensorfeldern fi1···ip in (3.8), (3.9) und δε eine regularisierte δ-Distribution. Dieser
Ausdruck ist als recht allgemeiner Ansatz fu¨r ein Integral, das fu¨r ε→ 0 auf dem Lichtkegel
divergiert, auch direkt einsichtig. Wichtig ist, daß Λ wesentlich von derWahl der Regularisierungsfunktion
η abha¨ngt.
Bei der fu¨hrenden Singularita¨t ∼ ε−p ko¨nnen wir hoffen, daß die Abha¨ngigkeit von η
letztlich keine Rolle spielt: die Gleichung (3.16) = 0 liefert beispielsweise die lorentzinvariante
Bedingung
f(±|~x|, ~x) = 0 . (3.17)
Fu¨r die schwa¨cher singula¨ren Beitra¨ge ∼ ε−p+1 mu¨ssen die Funktionen in (3.16) um den
Lichtkegel entwickelt werden. Dabei erha¨lt man zusammengesetzte Ausdru¨cke in g, f,Λ
und deren partiellen Ableitungen, also z.B. anstelle von (3.17) die Gleichung
(∂jf Λ + f ∂jΛ)|(±|~x|,~x) = 0 .
In solchen Gleichungen kann die Funktion Λ nicht beseitigt werden, so daß wir keine von
der Regularisierungsmethode unabha¨ngigen Bedingungen erhalten. Allgemein kann man
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mit der Methode der variablen Regularisierung ho¨chstens Aussagen u¨ber die fu¨hrende,
nicht verschwindende Divergenz auf dem Lichtkegel gewinnen.
Die Beschreibung der fu¨hrenden Singularita¨t mit (3.17) ist leider zu einfach. Tatsa¨chlich
werden na¨mlich verschiedene Beitra¨ge der Form (3.16) mit unterschiedlichen Funktionen
Λ auftreten. Diese Beitra¨ge mu¨ssen modulo Divergenzen der Ordnung ∼ ε−p+1 ineinander
umgeformt werden. Erst wenn die Beitra¨ge genau die gleiche Form haben, la¨ßt sich gema¨ß
(3.17) die von der Regularisierung abha¨ngige Funktion Λ herausku¨rzen. Fu¨r diese Umformungen
werden wir asymptotische Rechenregeln verwenden. In die Herleitung der asymptotischen
Rechenregeln wird eine mathematisch strenge Fassung der U¨berlegung an (3.15) entscheidend
eingehen.
Wie gerade erwa¨hnt, werden wir alle vom Regularisierungsverfahren abha¨ngigen Beitra¨ge
einfach weglassen. Wir beschreiben abschließend, wie dieses Vorgehen bei unserer Vorstellung
der diskreten Raumzeit zu verstehen ist: Gema¨ß der Beschreibung in der Einleitung kann
der fermionische Projektor P der diskreten Raumzeit als eine spezielle Regularisierung der
Distribution P (x, y) auf der Skala der Planck-La¨nge angesehen werden. Leider ko¨nnen wir
u¨ber die genaue Form von P keine Aussagen machen und sind deshalb auf die Methode der
variablen Regularisierung angewiesen. Die Abha¨ngigkeit gewisser Beitra¨ge des Distributionsproduktes
von der Regularisierungsmethode bedeutet, daß die Euler-Lagrange-Gleichungen auch
Bedingungen an den fermionischen Projektor liefern, die sich nicht ins Kontinuum u¨bertragen
lassen. Diese zusa¨tzlichen Bedingungen ko¨nnen mit unseren Methoden nicht genauer analysiert
werden. Sie ko¨nnen aber, wenn man will, mit den in Abschnitt 1.4 angesprochenen nichtlokalen
Quantenbedingungen identifiziert und somit als Besta¨tigung fu¨r unseren Deutungsversuch
der Feldquantisierung aufgefaßt werden.
3.1 Produkte im Distributionssinn
Nach diesen Vorbereitungen ko¨nnen wir mit der Konstruktion beginnen. Zuna¨chst wollen
wir das Distributionsprodukt so weit wie mo¨glich ohne Regularisierung ausfu¨hren. Dazu
mu¨ssen wir in der Klammer (.|.) allgemeinere Funktionen zulassen: Wir definieren die
rellen Distributionen
ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|) (3.18)
mit α ∈ Z, β ∈ IN0 analog zu ξ−2, ξ−4 als Hauptwertintegral. Die Fouriertransformierte
von (3.18) hat den Tra¨ger im Massenkegel (also in der Menge {k |k2 ≥ 0}), wie man durch
eine direkte Rechnung verifizieren kann. Daher ko¨nnen wir die temperierten Distributionen(
ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|) | 1
)
(3.19)(
1 | ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|)
)
(3.20)
durch Projektion von (3.18) auf die positiven bzw. negativen Energiezusta¨nde definieren.
Der Realteil von (3.19),(3.20) stimmt mit (3.18) u¨berein, auf dem Lichtkegel kommt bei
diesen Distributionen im allgemeinen ein singula¨rer Beitrag hinzu.
Nach Definition liegt der Tra¨ger von (3.19) im oberen Massenkegel. Nach unserer
U¨berlegung im Impulsraum ko¨nnen wir die Ausdru¨cke (3.19) durch Berechnung des Faltungsintegrals
im Distributionssinne miteinander multipizieren. Dabei gilt(
ξi1 · · · ξip ξ−2α lnβ(|ξ2|) | 1
)
·
(
ξj1 · · · ξjq ξ−2γ lnδ(|ξ2|) | 1
)
=
(
ξi1 · · · ξip ξj1 · · · ξjq ξ−2(α+γ) ln(β+δ)(|ξ2|) | 1
)
, (3.21)
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wie man explizit im Impulsraum verifizieren kann. Das Produkt der Distributionen (3.20)
definieren wir analog, es gilt(
1 | ξi1 · · · ξip ξ−2α lnβ(|ξ2|)
)
·
(
1 | ξj1 · · · ξjq ξ−2γ lnδ(|ξ2|)
)
=
(
1 | ξi1 · · · ξip ξj1 · · · ξjq ξ−2(α+γ) ln(β+δ)(|ξ2|)
)
. (3.22)
Die Gleichungen (3.21), (3.22) lassen sich auch direkt einsehen: Außerhalb des Lichtkegels
sind die Gleichungen fu¨r den Realteil punktweise erfu¨llt. Aus der Faltungsvorschrift im
Impulsraum folgt außerdem, daß der Tra¨ger der linken Seite, genau wie nach Definition
der Tra¨ger der rechten Seite, im oberen bzw. unteren Massenkegel liegt. Deswegen stimmen
auch der Imagina¨rteil und das singula¨re Verhalten auf dem Lichtkegel auf beiden Seiten
u¨berein.
Mit den Rechenregeln (3.21), (3.22) ko¨nnen wir in dem formalen Produkt (3.1) jeweils
alle Faktoren (3.10) und (3.11) im Distributionssinne ausmultiplizieren. Außerdem fu¨hren
wir das Produkt der glatten Funktionen fi1···ip in (3.8), (3.9) aus und erhalten einen
formalen Ausdruck der Form
fi1···ip(x, y) (H1(ξ) | 1) · (1 | H2(ξ))
mitHj(ξ) gema¨ß (3.18). In unseren Anwendungen wird immer nur eine der beiden Funktionen
Hj den Faktor ln
β(|ξ2|) enthalten. Wir ko¨nnen uns auf den Fall beschra¨nken, daß dieser
Faktor in der linken Seite der Klammer (.|.) steht
fi1···ip(x, y)
(
ξj1 · · · ξjq ξ−2α lnβ(|ξ2|) | 1
)
·
(
1 | ξk1 · · · ξkr ξ−2γ
)
, (3.23)
den umgekehrten Fall erha¨lt man daraus durch komplexe Konjugation. Jetzt mu¨ssen wir
nur noch zwei Distributionen miteinander multiplizieren, was das urspru¨ngliche Problem
deutlich vereinfacht.
3.2 Regularisierung
Wir fu¨hren nun die Regularisierung ein. Dazu betrachten wir eine reelle, rationale Funktion
η ∈ C∞(IR4) mit ∫
IR4
η = 1 , η(−x) = η(x) (3.24)
und definieren fu¨r die Distributionen D gema¨ß (3.19), (3.20) die C∞-Funktionen Dε durch
Dε(x) = (D ∗ ηε)(x) mit ηε(x) = ε−4 η (x/ε) . (3.25)
Die Funktion η soll im Unendlichen so stark abfallen, daß das Faltungsintegral (3.25)
existiert. Dabei ist ein geeigneter polynomialer Abfall ausreichend, weil D wegen (3.19),
(3.20) im Unendlichen nur polynomial ansteigt (die fu¨r uns interessanten Distributionen
fallen sogar im Unendlichen ab, so daß bereits (3.24) die Existenz von (3.25) impliziert).
Die Rationalita¨t von η ist eine technische Bedingung, die es uns spa¨ter ermo¨glichen wird,
mit dem Residuensatz zu arbeiten.
Als Beispiel kann man fu¨r η das Produkt regularisierter δ-Distributionen
η(x) =
3∏
j=0
1
2πi
(
1
xj − i −
1
xj + i
)
(3.26)
100
oder auch eine “rotationssymmetrische” Funktion
η(x) =
1
2π3i
(
1
(‖x‖ − i)4 −
1
(‖x‖ − i)4
)
mit ‖x‖2 =
3∑
j=0
|xj |2 (3.27)
wa¨hlen. Fu¨r η sind auch Funktionen zula¨ssig, die aus (3.26), (3.27) durch Lorentztransformation
hervorgehen, außerdem kann man allgemeinere (z.B. auch oszillierende) rationale Funktionen
fu¨r η verwenden.
Nach Regularisierung der beiden Distributionen ko¨nnen wir das formale Produkt in
(3.23) ausfu¨hren, wir verwenden fu¨r das Ergebnis die Schreibweise
fi1···ip(x, y)
(
ξj1 · · · ξjq ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξk1 · · · ξkr ξ−2γ
)ε
. (3.28)
3.3 Verknu¨pfung der Tensorindizes
Bei der bisherigen Konstruktion haben wir die Faktoren ξj in der linken und rechten
Seite der Klammer (.|.) immer sorgfa¨ltig voneinander getrennt. Andererseits haben wir die
ebenfalls glatten Funktionen fi1···ip einfach miteinander multipliziert und vor die Klammer
(.|.) geschrieben. Wir wollen dieses Vorgehen nachtra¨glich begru¨nden: Ganz allgemein
ko¨nnen Multiplikation und Regularisierung nicht miteinander vertauscht werden; fu¨r g ∈
C∞(IR4 × IR4) und Hj gema¨ß (3.18) hat man also
f(x, y) (H1 | H2)ε 6= (f(x, y)H1 | H2)ε 6= (H1 | f(x, y)H2)ε . (3.29)
Wie wir an (3.16) u¨berlegt haben, ko¨nnen wir nur die fu¨hrende Singularita¨t auf dem
Lichtkegel sinnvoll beschreiben. Es ist nach (3.17) einsichtig, daß dabei lediglich der
Funktionswert von f(x, y) auf dem Lichtkegel eingeht (dies werden wir noch genauer an der
Konstruktion sehen). Als Folge spielt es keine Rolle, ob und wie wir f regularisieren, so daß
die Unterschiede in (3.29) verschwinden. Darum brauchten wir mit den Funktionen fi1···ip
nicht sorgfa¨ltig umzugehen. Bei den Faktoren ξj muß man mehr aufpassen. In Ausdru¨cken
der Form
(ξj ξ
j H1 | H2)ε , (ξj H1 | ξj H2)ε , (H1 | ξj ξj H2)ε (3.30)
tra¨gt na¨mlich die ho¨chste Ordnung in 1/ε nicht bei, weil der Faktor ξ2 auf dem Lichtkegel
verschwindet. In diesem Fall ko¨nnen wir Aussagen u¨ber die na¨chstniedrigere Ordnung in
1/ε machen. Dabei kommt es entscheidend darauf an, wie die Faktoren ξj innerhalb der
Klammer (.|.) angeordnet sind.
Wir sehen an dieser U¨berlegung, daß nur diejenigen Faktoren ξj sauber behandelt
werden mu¨ssen, die mit anderen ξj kontrahiert werden. Wir nennen diese Faktoren innere
Faktoren. Die Kontraktion der ξj in (3.28) mit der Funktion fi1···ip(x, y) ist dagegen
unproblematisch, wir ko¨nnen diese a¨ußeren Faktorenmit dem Vorfaktor fi1···ip(x, y) zusammenfassen.
Bei der Kontraktion zweier innerer Faktoren in der linken Seite der Klammer (.|.)
ko¨nnen wir (3.19) im Distributionssinne umformen(
ξj ξ
j ξi1···ip ξ
−2α lnβ(|ξ2|) | 1
)
=
(
ξi1···ip ξ
−2α+2 lnβ(|ξ2|) | 1
)
(3.31)
und erhalten nach Regularisierung und Multiplikation die Regel(
ξl ξ
l ξj1 · · · ξjq ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξk1 · · · ξkr ξ−2γ
)ε
=
(
ξj1 · · · ξjq ξ−2α+2 lnβ(|ξ2|) | ξk1 · · · ξkr ξ−2γ
)ε
.
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Analog gilt (
ξj1 · · · ξjq ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξl ξl ξk1 · · · ξkr ξ−2γ
)ε
=
(
ξj1 · · · ξjq ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξk1 · · · ξkr ξ−2γ+2
)ε
.
Durch Anwendung dieser Rechenregeln und Herausnehmen der a¨ußeren Faktoren ko¨nnen
wir (3.28) in der Form
fi1···is···iq(x, y) ξ
i1 · · · ξis
(
ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξj1 · · · ξjp ξ−2γ
)ε
(3.32)
umschreiben. Wir werden diesen Ausdruck im schwachen Sinne untersuchen, also fu¨r eine
Testfunktion h und festes x das Verhalten des Integrals∫
d4y h(y) fi1···is···iq (x, y) ξ
i1 · · · ξis
(
ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξj1 · · · ξjp ξ−2γ
)ε
im Limes ε → 0 studieren. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir den Tensor
fi1···iq komponentenweise und fassen den a¨ußeren Faktor mit der Testfunktion zusammen,
=
∫
d4y g(y)
(
ξj1 · · · ξjp ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξj1 · · · ξjp ξ−2γ
)ε
(3.33)
mit g = h fi1···is···iq ξ
i1 · · · ξis . (3.34)
Wir wollen unser Vorgehen kurz erla¨utern: Die Unterscheidung zwischen inneren und
a¨ußeren Faktoren ist nicht eindeutig; man kann innere Faktoren nach
g(y)
(
ξj H1 | ξj H2
)
= g(y) gij
(
ξi H1 | ξj H2
)
(3.35)
auch als a¨ußere Faktoren auffassen, wenn man die Metrik mit dem Vorfaktor zusammenfaßt.
Dadurch geht aber Information verloren. Wenn wir annehmen, daß (H1 |H2) zur fu¨hrenden
Ordnung∼ ε−p beitra¨gt, ko¨nnen wir na¨mlich auf der rechten Seite von (3.35) nur aussagen,
daß der Beitrag dieser Ordnung verschwindet; auf der linken Seite ko¨nnen wir zusa¨tzlich
den Beitrag ∼ ε−p+1 berechnen. Nach der Methode der variablen Regularisierung mu¨ssen
wir mo¨glichst viele der ξj als innere Faktoren schreiben. Auch bei einer Antisymmetrisierung
der ξj ist deren Lage innerhalb der Klammer (.|.) wichtig. Befinden sich die Faktoren auf
der gleichen Seite der Klammer, so verschwindet der regularisierte Ausdruck exakt, also
z.B.
(ξi ξj H1 | H2)ε σij = εijkl (ξk ξl H1 | H2)ε = 0 .
Wenn die Faktoren auf verschiedenen Seiten der Klammer angeordnet sind, beispielsweise
wie in
(ξi H1 | ξj H2)ε σij , εijkl (ξk H1 | ξl H2)ε , Fij
(
ξi H1 | ξj H2
)ε
, (3.36)
wissen wir zuna¨chst nur, daß die ho¨chste Ordnung in 1/ε verschwindet. An Rechnungen
in speziellen Regularisierungen sieht man, daß die Beitra¨ge niedrigerer Ordnung nicht
verschwinden, aber wesentlich vom Regularisierungsverfahren abha¨ngen. Wir werden sie
gema¨ß der Methode der variablen Regularisierung ignorieren.
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Im na¨chsten Schritt beseitigen wir in (3.33) alle inneren Faktoren: Zuna¨chst schreiben
wir die Faktoren ξj des unregularisierten linken Klammerfaktors als partielle Ableitungen
um, genauer1 (
ξj1 · · · ξjp ξ−2α ln(|ξ2|) | 1
)
= ∂j1···jp
(
K1(ξ
2) | 1
)
+
∑
σ∈S(p)
gjσ(1)jσ(2) ∂jσ(3)···jσ(p)
(
K2(ξ
2) | 1
)
+
∑
σ∈S(p)
gjσ(1)jσ(2) gjσ(3)jσ(4)∂jσ(5)···jσ(p)
(
K3(ξ
2) | 1
)
+ · · · (3.37)
mit geeigneten Funktionen Kj der Form ξ
−2α lnβ(|ξ2|). Da partielle Ableitungen mit
Faltungen vertauschen, gilt (3.37) auch nach der Regularisierung, wenn man die Klammern
(.|.) durch (.|.)ε ersetzt. Wir behandeln die Distribution (1 |ξj1 · · · ξjp ξ−2γ) genauso, setzen
die erhaltenen Formeln in (3.33) ein und multiplizieren die Summen aus. Die Faktoren gij
fu¨hren dabei auf ✷-Operatoren, die jeweils auf eine der regularisierten Distributionen
wirken. Wir ko¨nnen diese Operatoren mit der Regularisierung vertauschen und direkt
ausfu¨hren. Jeder der sich ergebenden Summanden hat dann die Form∫
d4y g(y) ∂j1···jp(K1(ξ
2) | 1)ε · ∂j1···jp(1 | K2(ξ2))ε . (3.38)
Nach iterativer Anwendung der Greenschen Formel∫
d4y g(y) ∂jα(y) ∂
jβ(y) =
1
2
∫
d4y g (✷(α β)− (✷α) β − α (✷β))
=
1
2
∫
d4y ((✷g) α β − g (✷α) β − g α (✷β)) (3.39)
verschwinden alle Tensorindizes. Wir ko¨nnen die ✷-Operatoren bei Anwendung auf die
regularisierten Distributionen wieder explizit berechnen und erhalten schließlich fu¨r die
einzelnen Beitra¨ge des Distributionsproduktes Ausdru¨cke der Form
Aε :=
∫
d4y g(y)
(
ξ−2α lnβ(|ξ2|) | ξ−2γ
)ε
(3.40)
mit geeigneten Testfunktionen g.
Dieses Verfahren zur Behandlung der inneren Faktoren wirkt imMoment relativ unhandlich,
wir werden damit aber in Abschnitt 3.5 einfache asymptotische Rechenregeln ableiten.
1Im konkreten Fall kann man diese Umformung einfach berechnen, wir betrachten als Beispiel die
Distribution (
ξi ξj
1
ξ6
| 1
)
.
Man hat
∂i
(
1
ξ2
| 1
)
= −2
(
ξi
1
ξ4
| 1
)
∂ij
(
1
ξ2
| 1
)
= 8
(
ξi ξj
1
ξ6
| 1
)
− 2 gij
(
1
ξ4
| 1
)
und somit (
ξi ξj
1
ξ6
| 1
)
=
1
8
∂ij
(
1
ξ2
| 1
)
+
1
4
gij
(
1
ξ4
| 1
)
.
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3.4 Asymptotische Entwicklung
Das verbleibende Problem besteht darin, das Integral (3.40) im Grenzfall ε → 0 zu
untersuchen. Dieses Integral hat eine so einfache Form, daß wir nun mit expliziten Rechnungen
beginnen ko¨nnen. Da wir in diesem Abschnitt nur Funktionen einer Variablen betrachten,
verwenden wir zur einfacheren Notation ξ nicht und arbeiten mit x, y als freien, unabha¨ngigen
Variablen.
Zuna¨chst wa¨hlen wir ein spezielles Bezugssystem (t, ~x), r = |~x| und schreiben die
Distributionen (x−2α lnβ(|x2|) | 1), (1 | x−2γ) mit Konturintegralen um: Fu¨r (x−2 | 1),
(ln(|x2|) | 1) haben wir die Relationen(
x−2 | 1
)
(f) = lim
δ→0
∫
IR3
d~x
∫ ∞
−∞
dt
1
(t− r − iδ)(t + r − iδ) f(t, ~x) (3.41)(
ln(|x2|) | 1
)
(f) = lim
δ→0
∫
IR3
d~x
∫ ∞
−∞
dt
× (ln(t− r − iδ) + ln(t+ r − iδ) + iπ) f(t, ~x) , (3.42)
wie man an (3.4), (3.5) sowie dem Verhalten der Pole und des Logarithmus in der komplexen
t-Ebene direkt sieht. In (3.42) haben wir die komplexe Ebene la¨ngs der beiden Strahlen
{Re t = ±r, Im t ≥ δ} geschlitzt, damit der Logarithmus eindeutig ist. Die Distribution
(x−2α lnβ(|x2|) | 1) la¨ßt sich durch Multiplikation aus (3.41), (3.42) und der Funktion x2
aufbauen. Deswegen ist einsichtig, daß die Gleichung
(
x−2α lnβ(|x2|) | 1
)
= lim
δ→0
(ln(t− r − iδ) + ln(t+ r − iδ) + iπ)β
(t− r − iδ)α (t+ r − iδ)α (3.43)
gilt2. Durch komplexe Konjugation erha¨lt man(
1 | x−2γ
)
= lim
δ→0
1
(t− r + iδ)γ (t+ r + iδ)γ . (3.44)
An der Darstellung (3.43), (3.44) kann man direkt ablesen, daß der Tra¨ger dieser Distributionen
im oberen bzw. unteren Massenkegel liegt: In (3.43) beispielsweise liegen die Pole in der
oberen Halbebene. Bei Fouriertransformation
D(ω, ~p) =
∫
IR3
d~x e−i~p ~x
∫ ∞
−∞
dt D(t, ~x) eiωt
ko¨nnen wir fu¨r ω < 0 das t-Integral in der unteren Halbebene schließen und erhalten null.
Damit ist (3.43) nur aus positiven Frequenzen aufgebaut.
2Um (3.43) sauber herzuleiten, kann man sich allgemein u¨berlegen, daß fu¨r das Distributionsprodukt
auch das Produkt der regularisierten Distributionen gebildet und anschließend die Regularisierung entfernt
werden kann. Die Regularisierung zweier Distributionen D1, D2 mit Tra¨ger im oberen Massenkegel
entspricht im Impulsraum der Multiplikation mit η̂δ. Im Grenzfall δ → 0 konvergiert D̂δj lokal gleichma¨ßig
gegen D̂j . Da das Integrationsgebiet von (3.12) nach (3.13) kompakt ist, konvergiert das Integral (3.43)
punktweise (
D̂δ1 ∗ D̂
δ
2
)
(p)
δ→0
−→ (D̂1 ∗ D̂2)(p) .
Da diese Konvergenz lokal gleichma¨ßig in p ist, konvergiert D̂δ1 ∗ D̂
δ
2 sogar im Distributionssinnne. Es folgt
D1 ·D2 = lim
δ→0
Dδ1D
δ
2 .
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Wir betrachten nun die rationale Funktion η(., ~x) fu¨r festes ~x: Den Grad des Nenners
von η bezeichnen wir mitK. Wir ko¨nnen annehmen, daß der Nenner nur einfache Nullstellen
besitzt, den allgemeinen Fall erha¨lt man daraus im Grenzfall, daß sich mehrere Nullstellen
beliebig nahe kommen. Da η eine glatte Funktion ist, ko¨nnen diese Nullstellen nicht reell
sein. Aus η = η folgt, daß mit z auch z eine Nullstelle des Nenners ist. Damit erhalten wir
fu¨r η eine Partialbruchzerlegung der Form
η(t, ~x) = Re
(
1
iπ
K∑
k=1
ck(~x)
t− zk(~x)
)
, Im zk > 0
mit komplexen Koeffizienten ck, die auch verschwinden ko¨nnen. Fu¨r ηε ergibt sich
ηε(t, ~x) =
1
2πi
1
ε3
K∑
k=1
ck(ε
−1 ~x)
t− ε zk(ε−1 ~x) −
ck(ε
−1 ~x)
t− ε zk(ε−1 ~x) . (3.45)
Jetzt ko¨nnen wir die Faltung (3.43)∗ηε mit dem Residuensatz berechnen: wir schließen das
t-Integral nach oben und erhalten mit den Bezeichungen y = (y0, ~y), t˜ = y0− t, r˜ = |~y−~x|(
y−2α lnβ(|y2|) | 1
)ε
=
1
2πi
1
ε3
lim
δ→0
∫
IR3
d~x
K∑
k=1
ck(ε
−1 ~x)
×
∫ ∞
−∞
dt
1
(t− ε zk)
(ln(t˜− r˜ − iδ) + ln(t˜+ r˜ − iδ) + iπ)β
(t˜− r˜ − iδ)α (t˜+ r˜ − iδ)α
=
1
ε3
∫
IR3
d~x
K∑
k=1
ck(ε
−1 ~x1)
(ln(y0 − r˜ − εzk) + ln(y0 + r˜ − εzk) + iπ)β
(y0 − r˜ − εzk)α (y0 + r˜ − εzk)α , (3.46)
dabei wurde die Abha¨ngigkeit zk = zk(ε
−1 ~x) nicht ausgeschrieben. Entsprechend hat man(
1 | y−2γ
)
=
1
ε3
∫
IR3
d~x
K∑
l=1
cl(ε
−1 ~x)
1
(y0 − r˜ − εzl)γ (y0 + r˜ − εzl)γ . (3.47)
Wir setzen in (3.40) ein und erhalten nach Umskalierung von ~x1, ~x2 die Gleichung
Aε =
∫
IR3
d~x
∫
IR3
d~x1
∫
IR3
d~x2
K∑
k,l=1
ck(~x1) cl(~x2)
∫ ∞
−∞
dt g(t, ~x)
× (ln(t− r˜1 − εzk) + ln(t+ r˜1 − εzk) + iπ)
β
(t− r˜1 − εzk)α (t+ r˜1 − εzk)α (t− r˜2 − εzl)γ (t+ r˜2 − εzl)γ (3.48)
mit zk = zk(~x1), zl = zl(~x2), r˜1 = |~x − ε~x1|, r˜2 = |~x − ε~x2|. Die komplexe t-Ebene
ist jetzt auf den Strahlen {t = ±r˜1 + εzk + iλ ; 0 ≤ λ ∈ IR} geschlitzt, die Pole von
(t ± r˜1 − εzk)−α und (t ± r˜2 − εzk)−γ liegen in der oberen bzw. unteren Halbebene. Wir
ko¨nnen das t-Integral in (3.48) nicht direkt mit dem Residuensatz ausfu¨hren, weil wir die
Pole der Funktion g(., ~x) in der komplexen Ebene nicht kennen.
Im Grenzfall ε→ 0 treten in (3.48) auf dem Lichtkegel Singularita¨ten auf.
3.4.1 Die Singularita¨ten auf dem Lichtkegel
Wir untersuchen zuna¨chst die Singularita¨ten auf dem Lichtkegel und nehmen dazu an,
daß g in einer Umgebung des Ursprungs verschwindet. Bei dem vereinfachten Integral∫ ∞
−∞
dt
lnβ(t− r˜1 − εzk)
(t− r˜1 − εzk)α (t− r˜2 − εzl)γ
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ko¨nnen wir den Integrationsweg nach unten schließen und erhalten
= −2πi 1
(γ − 1)!
(
d
dt
)γ−1 ( lnβ(t− r˜1 − εzk)
(t− r˜1 − εzk)α
)
|t=r˜2+εzl
,
also einen Pol der Ordnung lnβ(ε) ε−α−γ+1. In dem t-Integral in (3.48) treten zusa¨tzlich
Funktionen auf, die bei t = r nicht singula¨r sind. Fu¨r den fu¨hrenden Beitrag in 1/ε ko¨nnen
wir diese Funktionen durch ihren Funktionswert bei t = r ersetzen. Wir behandeln die
Singularita¨ten bei t = −r auf die gleiche Weise und erhalten
Aε = O
(
lnβ(ε) ε−α−γ+2
)
− 2πi
∫
IR3
d~x
∫
IR3
d~x1
∫
IR3
d~x2
K∑
k,l=1
ck(~x1) cl(~x2)
×
 g(r, ~x)(2r)α+γ 1(γ − 1)!
(
d
dτ
)γ−1((ln(τ) + ln(2r) + iπ)β
τα
)
|τ=r˜2−r˜1+εzl−εzk
+
g(−r, ~x)
(−2r)α+γ
1
(γ − 1)!
(
d
dτ
)γ−1((ln(τ) + ln(2r) + iπ)β
τα
)
|τ=r˜1−r˜2+εzk−εzl
 . (3.49)
In diese Gleichung geht tatsa¨chlich nur der Funktionswert von g auf dem Lichtkegel ein.
Wir setzen die Entwicklung
r˜2 − r˜1 = ε
r
<~x , ~x2 − ~x1> + O(ε2)
ein. Falls ε klein genug ist, ko¨nnen wir die Integration u¨ber ~x1, ~x2 sowie die Summe u¨ber
k, l ausfu¨hren und erhalten
Aε =
∫
IR3
d~x lnβ(ε) ε−α−γ+1
(
g(r, ~x)
rα+γ
Λ1(~x) +
g(−r, ~x)
(−r)α+γ Λ2(~x)
)
+
{
O
(
lnβ−1(ε) ε−α−γ+1
)
fu¨r β > 0
O (ε−α−γ+2) fu¨r β = 0 (3.50)
mit geeigneten Funktionen Λj = Λj(ck, zk, ~x). Aus einem Skalierungsargument und der
Relation η(−x) = η(x) erha¨lt man
Λj(λ~x) = Λj(~x) fu¨r λ > 0 (3.51)
Λ1(−~x) = Λ2(~x) , (3.52)
außerdem ist Λj(~x) 6= 0. Detailliertere Aussagen ko¨nnen wir u¨ber die Λj nicht machen,
weil diese Funktionen wesentlich von der Regularisierungsfunktion η abha¨ngen.
3.4.2 Entwicklung nach ε2z−1
Dieser Abschnitt ist noch nicht vollsta¨ndig ausgearbeitet. Er wird aber auch erst in
Abschnitt 4.5 referiert.
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3.5 Asymptotische Rechenregeln
Mit den bisherigen Konstruktionen haben wir fu¨r Produkte von Distributionen der Form
(3.8), (3.9) die Singularita¨t auf dem Lichtkegel untersucht. Wir ko¨nnen die fu¨hrende
Singularita¨t mit Gleichung (3.49) beschreiben und haben die zugeho¨rige Polordnung ∼
ε−p lnβ ε bestimmt. Leider hat der Ausdruck (3.49) fu¨r verschiedene Distributionsprodukte
selbst bei gleicher Polordnung eine unterschiedliche Form, man vergleiche z.B.
(ξ−4 ln(|ξ2|) |ξ−2) , (ξ−2 ln(|ξ2|) |ξ−4) , (ξj ξ−4 ln(|ξ2|) |ξj ξ−2) , (ξ−2 |ξ−4 ln(|ξ2|)) .
Um solche Distributionsprodukte miteinander in Beziehung setzen zu ko¨nnen, mu¨ssen die
Integralausdru¨cke (3.49) mit asymptotischen Rechenregeln umgeformt werden.
Wir verwenden oft die Abku¨rzung z = ξ2. Diese Schreibweise ist gu¨nstig, weil in der
Variablen z “partiell integriert” werden kann:
Lemma 3.5.1 Fu¨r γ > 1 gilt∫
d4y g(y)
(
z−α lnβ(|z|) | z−γ
)ε
=
1
γ − 1
∫
d4y g(y)
(
d
dz
z−α lnβ(|z|) | z−γ+1
)ε
+O(lnβ(ε) ε−α−γ+2) . (3.53)
Beweis: Fu¨r die komplexen Vierervektoren
ξ± = (±(r + r˜2 − r˜1 + εzl − εzk, ~x)
gilt
ξ2± = ±2r (r˜2 − r˜1 + εzl − εzk) + O(ε2) .
Wir ko¨nnen Gleichung (3.49) in der Form
Aε = O
(
lnβ(ε) ε−α−γ+2
)
− 2πi
∫
IR3
d~x
∫
IR3
d~x1
∫
IR3
d~x2
K∑
k,l=1
ck(~x1) cl(~x2)
×
{
g(r, ~x)
2r
1
(γ − 1)!
(
d
dz
)γ−1(
z−α lnβ(z)
)
|z=ξ2+
− g(−r, ~x)
2r
1
(γ − 1)!
(
d
dz
)γ−1(
z−α lnβ(z)
)
|z=ξ2−
}
(3.54)
umschreiben, dabei ist ln(z) durch ln(ξ2) = ln(ξ0 + |~ξ|) + ln(ξ0 − |~ξ|) + iπ definiert, die
komplexe ξ0-Ebene ist wieder auf zwei Strahlen nach oben geschlitzt. Fu¨r die Divergenz
auf dem Lichtkegel folgt die Behauptung mit der Umformung
1
(γ − 1)!
(
d
dz
)γ−1 (
z−α lnβ(|z|)
)
=
1
(γ − 1)
1
(γ − 2)!
(
d
dz
)γ−2 d
dz
(
z−α lnβ(|z|)
)
.
✷
Wir wollen nun unsere Behandlung der inneren Faktoren mit der Greenschen Formel,
(3.39), in eine einfachere Form bringen und beginnen dazu mit zwei inneren Faktoren.
107
Satz 3.5.2 Fu¨r γ > 1 gilt∫
d4y g(y)
(
ξj z
−α lnβ(|z|) | ξj z−γ
)ε
=
1
2
∫
d4y g(y)
{(
z−α+1 lnβ(|z|) | z−γ
)ε
+
(
z−α lnβ(|z|) | z−γ+1
)ε}
+O(lnβ(ε) ε−α−γ+3) . (3.55)
Beweis: Wir setzen f(z) = z−α lnβ(|z|) und bezeichnen die Stammfunktion von f mit F .
Nach (3.39) haben wir∫
d4y g(y)
(
ξj z
−α lnβ(|z|) | ξj z−γ
)ε
= − 1
4(γ − 1)
∫
d4y g(y)
(
∂jF | ∂jz−γ+1
)ε
= − 1
8(γ − 1)
∫
d4y
[
(✷g)
(
F | z−γ+1
)ε − g (✷F | z−γ+1)ε − g (F | ✷z−γ+1)ε] . (3.56)
Wir wenden jetzt die asymptotische Entwicklung (3.49) an. Der erste Summand des
Integranden in (3.56) fu¨hrt auf eine Singularita¨t der Ordnung lnβ(ε) ε−α−γ+3 und ist
vernachla¨ssigbar. Wir rechnen ab jetzt modulo Terme der in der Behauptung angegebenen
Ordnung in 1/ε. Damit erhalten wir(
ξj z
−α lnβ(|z|) | ξj z−γ
)ε
=
1
8(γ − 1)
(
✷F | z−γ+1
)ε
+
1
8(γ − 1)
(
F | ✷z−γ+1
)ε
und nach Einsetzen der Relationen
✷F =
(
4z
d2
dz2
+ 8
d
dz
)
F =
(
4z
d
dz
+ 8
)
f
✷z−γ+1 = 4 (γ − 1)(γ − 2) z−γ
sowie Anwendung von Lemma 3.5.1(
ξj ξ
−2α lnβ(|ξ2|) | ξj ξ−2γ
)ε
=
1
8(γ − 1)
(
(4z
d
dz
+ 8)f | z−γ+1
)ε
+
γ − 2
2
(
F | z−γ)ε
=
1
2(γ − 1)
(
d
dz
z f | z−γ+1
)ε
+
1
2(γ − 1)
(
f | z−γ+1
)ε
+
γ − 2
2(γ − 1)
(
d
dz
F | z−γ+1
)ε
=
1
2
(
z f | z−γ)ε + 1
2
(
f | z−γ+1
)ε
.
✷
Das Ergebnis dieses Satzes kann man sich leicht merken. Wir ko¨nnen danach den inneren
Faktor ξ2 zur Ha¨lfte auf die linke und rechte Seite der Klammer (.|.) schreiben, also formal(
ξj . | ξj .
)
=
1
2
(z . | . ) + 1
2
(. | z . ) . (3.57)
Rechnungen in einer speziellen Regularisierung deuten darauf hin, daß diese Regel auch
dann angewendet werden kann, wenn man in (3.57) beliebige Funktionen der Form (3.18)
einsetzt. Damit sollte man mit (3.57) durch Iteration unmittelbar den Fall beliebig vieler
innerer Faktoren behandeln ko¨nnen, genauer(
ξj1 · · · ξjq . | ξj1 · · · ξjq .
)
=
1
2q
q∑
j=1
(
q
j
) (
zj . | zq−j .
)
.
Fu¨r unsere Zwecke genu¨gt es, diese Gleichung fu¨r vier innere Faktoren zu beweisen:
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Satz 3.5.3 Fu¨r γ > 2 gilt∫
d4y g(y)
(
ξj ξk z
−α lnβ(|z|) | ξj ξk z−γ
)ε
=
1
4
∫
d4y g(y)
{(
z−α+2 lnβ(|z|) | z−γ
)ε
+ 2
(
z−α+1 lnβ(|z|) | z−γ+1
)ε
+
(
z−α lnβ(|z|) | z−γ+2
)ε}
+O(lnβ(ε) ε−α−γ+4) . (3.58)
Beweis: Wir verwenden die gleiche Methode wie beim Beweis von Satz 3.5.2, nur ist die
Rechnung jetzt etwas aufwendiger. Wir setzen wieder f(z) = z−α lnβ(|z|); F sei nun eine
Funktion mit F ′′ = f .
Das Umschreiben der inneren Faktoren in partielle Ableitungen gema¨ß (3.37) liefert
ξj ξk f =
1
4
∂jkF − 1
2
gjk F
′
ξj ξk z
−γ =
1
4(γ − 1)(γ − 2) ∂jkz
−γ+2 +
1
2(γ − 1) gjk z
−γ+1
und unter Verwendung der Relationen
✷F = 4z f + 8 F ′
✷z−γ+2 = 4 (γ − 2)(γ − 3) z−γ+1
schließlich(
ξj ξk f | ξj ξk z−γ
)ε
=
1
16(γ − 1)(γ − 2)
(
∂jkF | ∂jkz−γ+2
)ε
− γ − 3
2(γ − 1)
(
F ′ | z−γ+1
)ε
+
1
2(γ − 1)
(
z f | z−γ+1
)ε
.(3.59)
Wir formen jetzt die ersten beiden Summanden weiter um, dabei lassen wir alle Terme
der in der Behauptung angegebenen Ordnung weg.
Bei dem ersten Summanden in (3.59) ko¨nnen wir rekursiv zweimal gema¨ß (3.39) partiell
integrieren. Die Summanden, die ✷g enthalten, sind genau wie in Satz 3.5.2 von niedrigerer
Ordnung und ko¨nnen vernachla¨ssigt werden. Damit haben wir(
∂jkF | ∂jkz−γ+2
)ε
=
1
4
(
✷
2F | z−γ+2
)ε
+
1
2
(
✷F | ✷z−γ+2
)ε
+
1
4
(
F | ✷2z−γ+2
)ε
= 4
(
d2
dz2
z
d2
dz2
z F | z−γ+2
)ε
+ 8 (γ − 2)(γ − 3)
(
d
dz2
zF | z−γ+1
)ε
+ 4 (γ − 1)(γ − 2)2(γ − 3) (F | z−γ)ε
= 4
(
d2
dz2
z2 f | z−γ+2
)ε
+ 8
(
d
dz2
z F ′ | z−γ+2
)ε
+ 8 (γ − 2)(γ − 3)
(
z f | z−γ+1
)ε
+ 16 (γ − 2)(γ − 3)
(
F ′ | z−γ+1
)ε
+ 4 (γ − 1)(γ − 2)2(γ − 3) (F | z−γ)ε .
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Wir formen mit Hilfe von Lemma 3.5.1 weiter um und erhalten
= 4 (γ − 1)(γ − 2)
(
z2f | z−γ
)ε
+ 8 (γ − 2)2
(
z f | z−γ+1
)ε
+ 4 (γ2 − γ + 4)
(
f | z−γ+2
)ε
. (3.60)
Außerdem haben wir
− γ − 3
2(γ − 1)
(
F ′ | z−γ+1
)ε
=
−2γ + 6
2(γ − 1)(γ − 2)
(
f | z−γ+2
)ε
. (3.61)
Bei Einsetzen von (3.60), (3.61) in (3.59) folgt die Behauptung. ✷
3.6 Zusammenstellung
Zur besseren U¨bersicht wollen wir unsere Konstruktion und die abgeleiteten Rechenregeln
mit einer etwas kompakteren Schreibweise zusammenfassen.
Wir haben zuna¨chst im formalen Produkt (3.1) mo¨glichst viele Faktoren im Distributionssinne
ausmultipliziert und Ausdru¨cke der Form (3.23) erhalten. Mit der Abku¨rzung z = ξ2
schreiben wir fu¨r das Produkt der beiden Distributionen auch einfach(
ξj1 · · · ξjq z−α lnβ(|z|) | ξk1 · · · ξkr z−γ
)
. (3.62)
Falls in (3.62) der Eintrag auf der rechten oder linken Seite der Klammer gleich 1 ist,
ko¨nnen wir (3.62) als eine Distribution mit Tra¨ger im oberen bzw. unteren Massenkegel
definieren. Auch im allgemeinen Fall untersuchen wir (3.62) im schwachen Sinne; der
Ausdruck erha¨lt dann aber erst nach Regularisierung und asymptotischer Entwicklung
einen mathematischen Sinn.
Nach Definition der Distributionen (3.19), (3.20) und gema¨ß (3.21), (3.22) haben wir
die Rechenregeln
(H1 |H2) = (H2 |H1) (3.63)
(H1 |H2) · (H3 |H4) = (H1 H3 | H2 H4) . (3.64)
Mit Hilfe von (3.63) lassen sich alle Ergebnisse unmittelbar auf den Fall erweitern, daß
der Faktor lnβ(|z|) in (3.62) in der rechten Seite der Klammer (.|.) steht. Bei Kontraktion
der Tensorindizes ko¨nnen wir gema¨ß (3.31) die Umformungen(
ξj ξ
j . | .
)
= (z . | . ) (3.65)(
. | ξj ξj .
)
= ( . | z . ) (3.66)
anwenden und damit die Distributionsprodukte in die Form
fi1···it···is···ik
(
ξi1 · · · ξit ξj1 · · · ξjp z−α lnβ(|z|) | ξit+1 · · · ξis ξj1 · · · ξjp z−γ
)
(3.67)
bringen. Wir haben im Gegensatz zur Konstruktion in Abschnitt 3.3 die a¨ußeren Faktoren
innerhalb der Klammer (.|.) stehen gelassen, um zu betonen, daß das Zusammenfassen
dieser ξj mit dem Vorfaktor erst durch die asymptotische Entwicklung gerechtfertigt wird.
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Alle bisherigen Rechenregeln folgen entweder unmittelbar aus einer Definition oder sind
Umformungen im Distributionssinne.
Fu¨r unsere Zwecke genu¨gt es, den Fall p ≤ 2 zu betrachten. Bei Regularisierung
und asymptotischer Entwicklung von (3.67) treten auf dem Lichtkegel Singularita¨ten der
Ordnung
lnβ(ε) ε−α−γ+p+1 (3.68)
auf. Wir ko¨nnen die divergenten Terme mit Hilfe von Gleichung (3.49) bis zur Ordnung
O(lnβ(ε) ε−α−γ+p+2) (3.69)
beschreiben. U¨ber die genaue Form der Beitra¨ge in (3.49) ko¨nnen wir keine Aussagen
machen, weil darin die Regularisierungsfunktion η eingeht. Die Bedeutung dieser Gleichung
liegt darin, daß damit die Distributionsprodukte modulo Terme der Ordnung (3.69) umgeformt
werden ko¨nnen. Mit der Schreibweise “≃” fu¨r “a¨quivalent bis auf Terme der Ordnung
(3.69)” haben wir die asymptotischen Rechenregeln
fi1···it···is···ik
(
ξi1 · · · ξit H1 | ξit+1 · · · ξis H2
)
≃ fi1···is···ik ξi1 · · · ξis (H1 |H2) (3.70)(
. | z−γ) ≃ 1
γ − 1
(
d
dz
. | z−γ+1
)
(3.71)(
ξj . | ξj .
)
≃ 1
2
(z . | . ) + 1
2
( . | z . ) (3.72)
hergeleitet. Mit diesen Regeln ko¨nnen wir alle Tensorindizes aus der Klammer (.|.) beseitigen
und erhalten fu¨r die Beitra¨ge der Sto¨rungsrechnung Ausdru¨cke der Form
fi1···is···ik(x, y) ξ
i1 · · · ξis
(
z−α lnβ(|z|) | z−γ
)
.
Wir beschreiben abschließend schematisch, wie die Euler-Lagrange-Gleichungen mit
den asymptotischen Rechenregeln in sinnvolle Bedingungen an die Tensorfelder fi1···ik
umgeschrieben werden ko¨nnen: Mit Gleichung (3.71) ko¨nnen alle Distributionsprodukte,
die das gleiche Divergenzverhalten in 1/ε zeigen, in eine der beiden Normalformen(
z−α lnβ(|z|) | z−1
)
,
(
z−1 | z−α lnβ(|z|)
)
gebracht werden. Damit gehen die Euler-Lagrange-Gleichungen in fu¨hrender Ordnung in
1/ε in Gleichungen der Form
fi1···is···ik(x, y) ξ
i1 · · · ξis
(
z−α lnβ(|z|) | z−1
)
+ gj1···js···jk(x, y) ξ
j1 · · · ξjs
(
z−1 | z−α lnβ(|z|)
)
= 0
u¨ber. Wir werden uns im Einzelfall u¨berlegen, daß daraus die Bedingung
fi1···ik(x, y) = gj1···jk(x, y) = 0
folgt. Auf diese Weise fa¨llt die Abha¨ngigkeit von der Regularisierung letztlich heraus.
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Kapitel 4
Der Weg zum Modell
In Kapitel 2 haben wir den fermionischen Projektor P eingefu¨hrt und genauer untersucht.
Zuna¨chst wurde der freie Projektor aufgebaut. Anschließend haben wir durch Sto¨rungen
des Diracoperators kollektive Anregungen der Fermionen beschrieben, die Sto¨rungen durch
Eich- und Gravitationsfelder waren dabei ein Spezialfall.
U¨ber die Struktur der Wechselwirkung haben wir in Kapitel 2 noch keine Aussage
gemacht. Die Sto¨rung des Diracoperators konnte beliebig sein; wir haben allgemein mathematisch
studiert, wie sich P bei diesen Sto¨rungen verha¨lt. Wir haben aber nicht spezifiziert, welche
dieser Sto¨rungen tatsa¨chlich auftreten du¨rfen. Insbesondere sind die folgenden Punkte noch
unbestimmt:
• Durch welche bosonischen Felder kann die Dynamik des Systems beschrieben werden?
• Mit welchen Eichgruppen lassen sich diese bosonischen Felder beschreiben?
• Welchen Gleichungen genu¨gen die bosonischen Felder, wie koppeln sie an die Fermionen
an?
Zur Beschreibung der Dynamik mu¨ssen wir folglich zusa¨tzliche Gleichungen aufstellen,
die wir die Gleichungen der diskreten Raumzeit nennen. Da wir nur den fermionischen
Projektor P und die Projektoren Ex der diskreten Raumzeit-Punkte x ∈M als fundamentale
physikalische Objekte ansehen, mu¨ssen diese Gleichungen mit P , Ex formuliert werden.
In diesem Kapitel wollen wir konkreter auf die Form dieser Gleichungen eingehen. Wir
werden fu¨r verschiedene Konfigurationen des fermionischen Projektors mo¨gliche Gleichungen
diskutieren und auf diese Weise schrittweise Gleichungen ableiten, die ein realistisches
physikalisches Modell beschreiben ko¨nnten. Diese Gleichungen bilden dann den Ausgangspunkt
von Kapitel 5 (das noch nicht getippt ist) und werden dort systematisch untersucht.
Bei der Suche nach “sinnvollen” Gleichungen lassen wir uns von der Forderung leiten,
daß die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in bekannte klassische
Feldgleichungen u¨bergehen sollen. Insbesondere werden wir versuchen, die Wechselwirkungen
des Standardmodells sowie das Gravitationsfeld nachzubilden.
4.1 Ansatz fu¨r die Gleichungen der diskreten Raumzeit
In diesem Abschnitt werden wir anhand allgemeiner U¨berlegungen einen ersten Ansatz
fu¨r die Gleichungen der diskreten Raumzeit herleiten.
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Da das Variationsprinzip in der klassischen Feldtheorie sehr erfolgreich ist, wollen
wir ebenfalls mit einem Variationsprinzip arbeiten. Wir mu¨ssen also eine reelle Funktion
S(P ) finden, aus der man bei Variation des fermionischen Projektors als “Euler-Lagrange-
Gleichungen” die Gleichungen der diskreten Raumzeit erha¨lt. In Analogie zur klassischen
Feldtheorie nennen wir S die Wirkung des Systems.
allgemeine Struktur der Gleichungen
Wir untersuchen zuna¨chst, welche mathematischen Mo¨glichkeiten wir bei der Konstruktion
der Wirkung haben: Aus P , Ex lassen sich durch Multiplikation weitere Operatoren bilden.
Da P , Ex Projektoren sind und die Gleichung ExEy = δxyEx erfu¨llen, treten bei Produkten
die Faktoren P , Ex immer abwechselnd auf, also in Kombinationen der Form
P Ex1 P Ex2 P · · · mit xj ∈M .
Um aus diesen Operatoren Skalare zu bilden, kann man Determinanten und Spuren verwenden.
Determinanten sind nicht sinnvoll, denn
det (P Ex P · · ·) = det(P ) det(Ex) det(P ) · · · = 0
(man beachte, daß P,Ex als Projektoren auf echte Teilra¨ume von H singula¨r sind).
Folglich muß die Wirkung aus den komplexwertigen Gro¨ßen
αx1···xp := tr
(
P Ex1 P Ex2 · · · P Exp
)
mit xj ∈M (4.1)
konstruiert werden. Dazu ko¨nnen wir zuna¨chst beliebige Funktionen der αx1···xp bilden.
Um die Abha¨ngigkeit von den Parametern x1, . . . , xp auf sinnvolle Weise zu behandeln,
beno¨tigen wir ein physikalisches Argument: In der klassischen Feldtheorie ist die Wirkung
invariant unter Diffeomorphismen. Wie in der Einleitung genauer beschrieben, muß diese
(aktive) Koordinateninvarianz bei Diskretisierung der Raumzeit zu einer Permutations-
symmetrie in M verallgemeinert werden. Folglich fordern wir, daß die Wirkung unter
Vertauschungen der Raumzeitpunkte invariant ist. Um die Abha¨ngigkeit von x1, . . . , xp zu
beseitigen, ohne diese Permutationssymmetrie zu zersto¨ren, ko¨nnen wir die xj in Gruppen
gleichsetzen und u¨ber M summieren. Es wa¨re auch mo¨glich, Produkte u¨ber M zu bilden,
doch kann man diesen Fall durch Logarithmieren auf Summen zuru¨ckfu¨hren. Wir erhalten
so beispielsweise die Gro¨ßen∑
x1,x2∈M
f(αx1x2 , αx1x1x2) ,
∑
x1,x2,x3∈M
g(αx1x2x3)
mit Funktionen f : IC2 → IR, g : IC → IR. Die Wirkung kann schließlich eine beliebige
reelle Funktion solcher Ausdru¨cke sein.
Punkt- und Ringbeitra¨ge
Dieser Ansatz fu¨r die Wirkung ist fu¨r uns noch zu allgemein. Wir verwenden qualitative
Informationen u¨ber den Kontinuumslimes, um die Form der Wirkung zu spezialisieren.
Nach Kapitel 2 wissen wir, daß der Operator
P (x, y) ≡ Ex P Ey
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als Distribution einen sinnvollen Kontinuumslimes besitzt. Nach den U¨berlegungen zu
Beginn von Kapitel 3 kann man den Kontinuumslimes auch durch den Grenzwert ε → 0
einer regularisierten Distribution P ε(x, y) beschreiben. Dabei darf die genaue Art der
Regularisierung keine Rolle spielen.
Wir betrachten zuna¨chst in (4.1) einen Faktor der Form
Ex P Ex , (4.2)
den wir als Punktbeitrag bezeichnen. Bei Regularisierung im Kontinuum tritt anstelle von
(4.2) ein Faktor P ε(x, x) auf. Wir wa¨hlen neue Variablen
P ε(x, y) =: Pˆ ε
(
x+ y
2
,
x− y
2
)
und bilden im zweiten Argument von Pˆ ε die Fouriertransformierte
P ε(x, x) = Pˆ ε(x, 0) =
∫
d4k
(2π)4
Pˆ ε(x, k) . (4.3)
Das erste Argument von Pˆ ε beschreibt die makroskopische Raumzeit-Abha¨ngigkeit des
fermionischen Projektors, das zweite Argument dagegen die oszillierenden Anteile der
fermionischen Wellenfunktionen (fu¨r den freien Projektor ha¨ngt Pˆ ε nur vom zweiten
Argument ab). Wenn wir annehmen, daß die makroskopischen La¨ngenskalen viel gro¨ßer
als die Wellenla¨ngen sind, was zur Beschreibung klassischer Systeme stets ausreichend ist,
so ko¨nnen wir mit dem qualitativen Bild von (3.15) arbeiten: Wir hatten u¨berlegt, daß
wir nur dann Ergebnisse erhalten, die unabha¨ngig von der Regularisierung sind, wenn die
Zusta¨nde in der Na¨he des Massenkegels besonders eingehen, oder, anders ausgedru¨ckt,
wenn es auf die Flanke von Pˆ ε(x, .) auf dem Massenkegel ankommt. In (4.3) wird aber
u¨ber alle Zusta¨nde gleichermaßen integriert. Folglich kann man fu¨r Punktbeitra¨ge den
Kontinuumslimes nicht auf sinnvolle Weise definieren. Wir werden deshalb nur Wirkungen
betrachten, die keine Punktbeitra¨ge enthalten.
Wir kommen zu dem Fall, daß in (4.1) mehr als zwei der xj voneinander verschieden
sind, was wir als Ringbeitrag bezeichnen. Hier treten Schwierigkeiten auf, wenn wir Eichfelder
betrachten. Zur Einfachheit diskutieren wir das Problem exemplarisch an dem Term
tr (P Ex1 P Ex2 P Ex3) mit xi 6= xj ∀i 6= j
und einem U(1)-Eichfeld, die U¨berlegung la¨ßt sich aber unmittelbar auf den allgemeinen
Fall u¨bertragen. Nach Regularisierung im Kontinuum erha¨lt man den Ausdruck
Tr (P ε(x1, x2) P
ε(x2, x3) P
ε(x3, x1)) . (4.4)
Bei einer lokalen Eichtransformation mit Eichpotential Aj = ∂jΛ wird die Phase von
P ε(x, y) gema¨ß
P ε(x, y) −→ e−i(Λ(y)−Λ(x)) P ε(x, y) (4.5)
transformiert. Wegen der Eichinvarianz bleibt dabei (4.4) unvera¨ndert, wie man auch
explizit verifiziert. Wir betrachten nun den Fall eines Potentials A, das nicht global
weggeicht werden kann: Nach Kapitel 2 treten in P ε(x, y) viele verschiedene Sto¨rungsbeitra¨ge
mit Potentialen, Feldsta¨rken und Noether-Stro¨men auf. Nach Kapitel 3 sind diejenigen
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Beitra¨ge dominant, welche auf dem Lichtkegel am sta¨rksten singula¨r sind. Das sind die
Eichterme, die analog zu (4.5) eine Phasentransformation beschreiben
P ε(x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)
j
P ε(x, y) . (4.6)
Der Ausdruck (4.4) transformiert sich unter (4.6) gema¨ß
Tr (P ε(x1, x2) P
ε(x2, x3) P
ε(x2, x3))
−→ e−i
∫
∂∆
Aj dxj Tr (P ε(x1, x2) P
ε(x2, x3) P
ε(x2, x3)) ,
dabei ist ∆ das Dreieck mit Ecken x1, x2, x3; ∂∆ bezeichnet dessen Rand. Nach dem Satz
von Stokes haben wir ∫
∂∆
Aj dx
j =
∫
∆
ǫijkl Fij dxk dxl
mit Fij = ∂iAj−∂jAi. Also bleibt der Ringbeitrag (4.4) nun (im Gegensatz zur Eichtransformation
(4.5)) nicht unvera¨ndert; in der Transformationsformel tritt der Fluß des Feldes durch das
Dreieck ∆ auf.
Um die Auswirkung dieses Flußbeitrages zu diskutieren, nehmen wir an, daß die
Gleichungen der diskreten Raumzeit den Ringbeitrag (4.4) enthalten. Damit diese Gleichungen
sinnvoll sind, mu¨ssen sie im freien Fall (also fu¨r A ≡ 0) erfu¨llt sein. Fu¨r A 6≡ 0 tritt in (4.4)
zusa¨tzlich der Flußbeitrag auf. Damit werden die Gleichungen der diskreten Raumzeit i.a.
nur dann weiterhin erfu¨llt sein, wenn der Fluß durch ∆ verschwindet. Gilt dies fu¨r beliebige
Dreiecke ∆, so folgt Fij ≡ 0. Damit haben wir zwar eine lokale U(1)-Eichsymmetrie;
die Potentiale ko¨nnen aber global weggeicht werden, so daß die Eichfreiheitsgrade keine
Dynamik beschreiben. Allgemeiner kommen wir zu dem Schluß, daß bei Gleichungen mit
Ringbeitra¨gen keine Dynamik durch Eichfelder auftritt, was physikalisch nicht sinnvoll ist.
Darum werden wir nur Wirkungen ohne Ringbeitra¨ge betrachten.
Diese Argumentation ist etwas unsauber, weil nicht klar ist, wie sich die Flußbeitra¨ge
bei asymptotischer Entwicklung genau auswirken. Wir ko¨nnen diesen Punkt auch nicht
allgemein genauer diskutieren, weil dabei die spezielle Form der Gleichungen eingeht.
Beispielsweise wa¨re es denkbar, daß in einer geeignet konstruierten Gleichung mit Ringtermen
die Flußbeitra¨ge ganz verschwinden. Zumindest ko¨nnen wir das Vermeiden von Ringbeitra¨gen
aber so begru¨nden: Es ist eine allgemeine Beobachtung, daß in die klassischen Feldgleichungen
die Stro¨me der Eichpotentiale, nicht aber die Feldsta¨rken eingehen. Darum scheint es
natu¨rlich, fu¨r die Wirkung einen Ansatz zu wa¨hlen, der diese Tatsache von Beginn beru¨cksichtigt.
Dafu¨r du¨rfen keine Flußbeitra¨ge auftreten.
Ansatz fu¨r die Wirkung
Wir kommen zu dem Schluß, daß unsereWirkung keine Punkt- oder Ringbeitra¨ge enthalten
soll. Damit du¨rfen in (4.1) nur zwei verschiedene Parameter x, y ∈ M vorkommen; die
zugeho¨rigen Projektoren Ex, Ey mu¨ssen immer abwechselnd auftreten. Die Wirkung muß
folglich aus den reellen Gro¨ßen
α(q)xy := tr ((P Ex P Ey)
q) mit q ∈ IN; x, y ∈M
aufgebaut werden, die wir Linienbeitra¨ge nennen. Beachte, daß α
(q)
xy = α
(q)
yx .
Zur Konstruktion der Wirkung ko¨nnnen wir eine beliebige Funktion der Linienbeitra¨ge
bilden und anschließend u¨ber x, y summieren. Das fu¨hrt auf Terme der Form∑
x,y∈M
f(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .) . (4.7)
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Die Wirkung kann eine beliebige Funktion solcher Ausdru¨cke sein.
Um die Form der Wirkung weiter zu spezialisieren, wenden wir erneut ein Analogieargument
zur klassischen Feldtheorie an: In der klassischen Feldtheorie ist die Wirkung als Integral
u¨ber eine Lagrangedichte gegeben
S =
∫
L d4x .
In der diskreten Raumzeit entspricht dem Integral eine Summe u¨ber M . Darum sollte
unsere Wirkung eine a¨ußere Summe u¨ber M enthalten. Der Term (4.7) ist von dieser
Form; diese Eigenschaft geht aber i.a. verloren, sobald wir Funktionen von Ausdru¨cken
der Form (4.7) bilden. Deswegen setzen wir einfach
S =
∑
x,y∈M
L(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .) (4.8)
und nennen L die Lagrangedichte des Systems. Im Gegensatz zur klassischen Lagrangedichte
ha¨ngt sie von zwei Raumzeit-Punkten x, y ab1.
Gleichung (4.8) ist der gesuchte Ansatz fu¨r die Wirkung. Natu¨rlich war unsere Ableitung
nicht mathematisch streng. Sie war auch nicht in dem Sinne zwingend, daß wir (4.8) als
den einzig erfolgversprechenden Ansatz fu¨r die Wirkung bezeichnen ko¨nnten. Wir haben
lediglich beschrieben, welche U¨berlegungen auf (4.8) fu¨hren. Ob dieser Ansatz physikalisch
sinnvoll ist, kann erst eine genauere mathematische Analyse zeigen.
die Euler-Lagrange-Gleichungen
Wir leiten die Euler-Lagrange-Gleichungen der Wirkung (4.8) ab: Die Variation des fermionischen
Projektors wird durch eine Schar unita¨rer Transformationen beschrieben
P (τ) = U(τ) P U−1(τ) .
In erster Ordnung in τ haben wir
δP = i[A,P ] (4.9)
mit dem selbstadjungierten Operator A = −iU˙(0) (siehe auch Seite 14). Ferner haben wir
δα(q)xy = q tr
(
(P Ex P Ey)
q−1 δ(P Ex P Ey)
)
und damit
δS =
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
(
∂
∂α
(q)
xy
L(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .)
)
δα(q)xy
=
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
(
∂
∂α
(q)
xy
L(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .)
)
× q tr
(
(P Ex P Ey)
q−1 ((δP ) Ex P Ey + P Ex (δP ) Ey)
)
.
1Um die Analogie zur klassischen Feldtheorie besser zu wahren, sollten wir (4.8) in der Form
S =
∑
x∈M
[∑
y∈M
L(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .)
]
umschreiben und den Ausdruck in eckigen Klammern als Lagrangedichte bezeichnen. Diese Notation wa¨re
fu¨r unser weiteres Vorgehen aber nicht zweckma¨ßig.
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Wir wenden die Relation α
(q)
xy = α
(q)
yx , Gleichung (4.9) und die zyklische Invarianz der Spur
an
= 2
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
q
(
∂
∂α
(q)
xy
L
)
tr
(
(P Ex P Ey)
q−1 (δP ) Ex P Ey
)
= 2i
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
q
(
∂
∂α
(q)
xy
L
)
tr
(
(P Ex P Ey)
q−1 [A,P ] Ex P Ey
)
= 2i
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
q
(
∂
∂α
(q)
xy
L
)
tr
(
A
[
P, Ex P Ey (P Ex P Ey)
q−1
])
= 2i tr (A [P, Q]) , (4.10)
dabei ist Q der Operator
Q =
∑
x,y∈M
∞∑
q=1
q
(
∂
∂α
(q)
xy
L(α(1)xy , α
(2)
xy , . . .)
)
(Ex P Ey P )
q−1 Ex P Ey . (4.11)
Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfu¨llt sind, muß die Variation derWirkung verschwinden,
also δS = 0. Da A in (4.10) ein beliebiger selbstadjungierter Operator sein kann, folgt die
Kommutatorgleichung
[P, Q] = 0 . (4.12)
(4.12), (4.11) ist unser Ansatz fu¨r die Gleichungen der diskreten Raumzeit.
4.2 Analyse des Kontinuumslimes
Um zu verstehen, welche klassische Dynamik das Variationsprinzip mit Wirkung (4.8)
beschreibt, mu¨ssen wir den Kontinuumslimes studieren.
Wir vermeiden von nun an in allen Formeln die Projektoren Ex und verwenden anstatt
dessen fu¨r einen Operator A die Matrixschreibweise
A(x, y) ≡ Ex A Ey .
Wir wissen nach Kapitel 2, daß P (x, y) im Kontinuumslimes in eine wohldefinierte Distribution
u¨bergeht. Bei zusammengesetzten Ausdru¨cken wie (4.8), (4.11) ist zuna¨chst nicht klar,
ob und wie der Kontinuumslimes gebildet werden kann. Deshalb regularisieren wir den
fermionischen Projektor des Kontinuums, setzen P ε(x, y) in (4.8), (4.11) ein und untersuchen
den Grenzwert ε → 0. Damit dieses Vorgehen sinnvoll ist, darf die genaue Art der
Regularisierung nicht in die Endergebnisse eingehen.
Die regularisierte Wirkung hat die Form
Sε =
∫
d4x
∫
d4y L(α(1,ε)xy , α
(2,ε)
xy , . . .) mit (4.13)
α(q,ε)xy = Tr ((P
ε(x, y) P ε(y, x))q) ,
die zugeho¨rigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten
[P ε, Qε] = 0 mit (4.14)
Qε(x, y) =
∞∑
q=1
(
∂
∂α
(q,ε)
xy
L(α(1,ε)xy , α
(2,ε)
xy , . . .)
)
q (P ε(x, y) P ε(y, x))q−1 P ε(x, y) . (4.15)
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Es scheint nicht mo¨glich zu sein, eine direkte Beziehung zwischen demKontinuumslimes
von (4.13) und einer klassischen Wirkung herzustellen. Man erha¨lt zwar in diesem Grenzfall
einen Ausdruck in den Tensoren der klassischen Feldtheorie; die bei Variation der klassischen
Felder erhaltenen Euler-Lagrange-Gleichungen stimmen aber nicht mit dem Koninuumslimes
von (4.14) u¨berein. Das liegt daran, daß bei der Variation des fermionischen Projektors
die Nebenbedingungen P ∗ = P 2 = P zu beru¨cksichtigen sind, welche nicht unmittelbar in
Nebenbedingungen bei Variation der klassischen Felder u¨bersetzt werden ko¨nnen.
Aus diesem Grunde mu¨ssen wir den Kontinuumslimes der Euler-Lagrange-Gleichungen
(4.14), (4.15) untersuchen.
Ordnen nach Homogenita¨ten
Unter der Annahme, daß L eine analytische Funktion ist (was aus physikalischer Sicht keine
wesentliche Einschra¨nkung darstellt), ko¨nnen wir die Lagrangedichte in einer Taylorreihe
entwickeln. Man erha¨lt
Sε =
∫
d4x
∫
d4y
∞∑
r=1
∑
{p}r
c{p}
(
r∏
i=1
α(pi,ε)xy
)
(4.16)
Qε(x, y) =
∞∑
q=1
∞∑
r=0
∑
{p}r
c
(q)
{p}
(
r∏
i=1
α(pi,ε)xy
)
(P ε(x, y) P ε(y, x))q−1 P ε(x, y) (4.17)
mit reellen Koeffizienten c{p}, c
(q)
{p}; die Summe
∑
{p}r durchla¨uft alle Konfigurationen der
Parameter p1, . . . , pr mit 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pr. Beachte, daß man die Koeffizienten c(q){p}
durch c{p} ausdru¨cken kann, indem man die Taylorreihe fu¨r L partiell nach α
(q,ε)
xy ableitet.
Genauer gilt
c
(ps)
{p1,...,p̂s,...,pr}
= n(ps) c{p1,...,pr} , (4.18)
dabei bedeutet p̂s, daß wir den Parameter ps aus {p1, . . . , pr} herausnehmen; n(ps) gibt
an, wie oft ps in p1, . . . , pr vorkommt. Folglich sind die Koeffizienten c
(q)
{p} nicht voneinander
unabha¨ngig, sondern genu¨gen den Relationen
1
n(ps)
c
(ps)
{p1,...,p̂s,...,pt,...,pr}
=
1
n(pt)
c
(pt)
{p1,...,ps,...,p̂t,...,pr}
. (4.19)
Wir verschieben die systematische Untersuchung der Beziehungen (4.18), (4.19) auf Abschnitt
4.6.
Der formale Kontinuumslimes von (4.16), (4.17) entha¨lt Produkte von Distributionen
vom Typ (3.1). Damit ist nach den Ergebnissen von Kapitel 3 der Limes ε → 0 sinnvoll
durchfu¨hrbar. Wir ko¨nnen in (4.16), (4.17) die Indizes ε weglassen und meinen damit
gema¨ß der Notation von Abschnitt 3.6 einen Ausdruck, der nach Regularisierung und
asymptotischer Entwicklung als Distribution wohldefiniert ist. Fu¨r Umformungen ko¨nnen
wir alle in Abschnitt 3.6 zusammengestellten Rechenregeln verwenden.
Wir mu¨ssen noch u¨berlegen, wie in Gleichung (4.14) der Grenzwert ε→ 0 durchgefu¨hrt
werden kann: Wir untersuchen den Kommutator im schwachen Sinne, betrachten also den
Ausdruck∫
d4x
∫
d4y [P ε, Qε] (x, y) f(x) g(y)
=
∫
d4x
∫
d4y
∫
d4z (P ε(x, z) Qε(z, y) − Qε(x, z) P ε(z, y)) f(x) g(x)
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mit beliebigen Schwartzfunktionen f, g. Nach Umordnen der Integrale
=
∫
d4z
((∫
d4x f(x) P ε(x, z)
)(∫
d4y Qε(z, y) g(y)
)
−
(∫
d4x f(x)Qε(x, z)
)(∫
d4y P ε(z, y) g(y)
))
ko¨nnen wir die Integration u¨ber x, y ausfu¨hren. Als Ergebnis erhalten wir glatte Funktionen
in z, und wir ko¨nnen den Limes ε→ 0 bilden. Wir ko¨nnen sogar bei P ε und Qε getrennt
den Grenzwert ε→ 0 durchfu¨hren und erhalten das gleiche Ergebnis. Mit anderen Worten
ko¨nnen wir zuna¨chst Q asymptotisch entwickeln und anschließend den Kommutator [P,Q]
im Distributionssinne bilden2. Wir schreiben fu¨r den so definierten Kontinuumslimes der
Euler-Lagrange-Gleichungen auch einfach
[P, Q] = 0 . (4.20)
Nach (3.68) wird die Singularita¨t von Q auf dem Lichtkegel und am Ursprung bei
steigender Potenz in P (x, y) sta¨rker. Mit den asymptotischen Rechenregeln ko¨nnen nur
solche Ausdru¨cke sinnvoll (also unabha¨ngig von der Regularisierung) miteinander in Beziehung
gesetzt werden, welche das gleiche Polverhalten in ε zeigen. Deshalb scheint es sinnvoll, die
Distributionsprodukte nach Potenzen in P (x, y) zu ordnen. Dazu definieren wir |{p}r| =
p1 + · · ·+ pr und setzen
S =
∞∑
g=1
S[g] , Q =
∞∑
g=0
Q[g] mit (4.21)
S[g] =
∫
d4x
∫
d4y
g∑
r=1
∑
{p}r mit |{p}r|=g
c{p}
r∏
i=1
α(pi)xy (4.22)
Q[g](x, y) =
g∑
q=1
g∑
r=0
∑
{p}r mit |{p}r|=g−q
c
(q)
{p}
(
r∏
i=1
α(pi)xy
)
(P (x, y) P (y, x))q−1 P (x, y) (4.23)
α(q)xy = Tr ((P (x, y) P (y, x))
q) . (4.24)
Wir nennen die Darstellungen (4.21) Homogenita¨tsreihen.
Spektrale Analyse von P (x, y) P (y, x)
In Kapitel 2 und den Anha¨ngen A bis E wurde die Distribution P (x, y) fu¨r verschiedene
Sto¨rungen des Diracoperators explizit berechnet. Wir mu¨ssen eine Methode finden, mit
der sich die Auswirkung der einzelnen Sto¨rbeitra¨ge von P (x, y) in dem Ausdruck fu¨r Q[g],
(4.23), beschreiben la¨ßt.
Im Prinzip ko¨nnte man dazu den gesto¨rten fermionischen Projektor in (4.23), (4.24)
einsetzen und die einzelnen Beitra¨ge von P (x, y) ausmultiplizieren. Dieses Verfahren ist aus
theoretischer Sicht vo¨llig unproblematisch. Die Rechnungen werden aber wegen der nicht-
kommutierenden Dirac- und Pauli-Matrizen in unseren Formeln fu¨r P (x, y) zu kompliziert
und unu¨bersichtlich, besonders bei hohen Potenzen pi, q.
2Wir bemerken, daß der Integralkern [P,Q](x, y) (nach asymptotischer Entwicklung) sogar eine regula¨re
Funktion ist. Um das zu sehen, muß man die Beitra¨ge der asymptotischen Entwicklung genauer im
Impulsraum analysieren, was fu¨r unser weiteres Vorgehen aber nicht beno¨tigt wird.
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Darum wenden wir eine andere Methode an: Wenn wir x, y als feste Parameter ansehen,
kommen in (4.23), (4.24) Polynome in der (4n× 4n)-Matrix P (x, y)P (y, x) vor. Mit einer
Spektralzerlegung von P (x, y) P (y, x)
P (x, y) P (y, x) =
∑
j
λj(x, y) Ej(x, y) (4.25)
mit Eigenwerten λj und Spektralprojektoren Ej lassen sich diese Polynome in Polynome
in den Eigenwerten umschreiben
Q[g](x, y) =
∑
j
g∑
q=1
f (q,g)xy (λj(x, y))
q−1 (Ej(x, y) P (x, y)) mit (4.26)
f (q,g)xy =
g∑
r=0
∑
{p}r mit |{p}r|=g−q
c
(q)
{p}
r∏
i=1
α(pi)xy (4.27)
α(p)xy =
∑
j
nj(x, y) (λj(x, y))
p , (4.28)
dabei ist nj = dim Im(Ej) die Vielfachheit der Eigenwerte. Nun besteht Q
[g](x, y) aus
einem Polynom in λj vom Grade g. Die Koeffizienten f
(q)
xy sind ebenfalls polynomial aus
den Eigenwerten von P (x, y) P (y, x) zusammengesetzt, und zwar so, daß Q[g](x, y) in den
λj homogen vom Grade g ist. Der Matrixcharakter von Q
[g](x, y) wird durch den Faktor
Ej(x, y) P (x, y) in (4.26) beschrieben.
Damit hat sich die Struktur der Gleichungen wesentlich vereinfacht. Zuna¨chst einmal
ko¨nnen wir mit (elementaren) algebraischen Methoden Aussagen u¨ber die Koeffizienten
c
(q)
{p} gewinnen. Wenn wir beispielsweise verlangen, daß Q
[g] im Fall ohne Entartung der
Eigenwerte verschwindet, muß das charakteristische Polynom der Matrix P (x, y) P (y, x)
das Polynom
Pxy(λ) =
g∑
q=1
f (q,g)xy λ
q−1 (4.29)
teilen, was sich unmittelbar in Bedingungen an die Parameter c
(q)
{p} umschreiben la¨ßt.
Außerdem kann man das reelle Polynom in Gleichung (4.26) leicht nach verschiedenen
Parametern entwickeln.
Wir mu¨ssen pra¨zisieren, wie die Spektralzerlegung (4.25) mathematisch zu verstehen
ist: Es macht sicher keinen Sinn, P (x, y) P (y, x) punktweise (also fu¨r festes x, y) zu
diagonalisieren, auch wenn diese Vorstellung fu¨r qualitative U¨berlegungen sehr hilfreich ist.
Denn die Matrix P (x, y)P (y, x) ist erst nach asymptotischer Entwicklung als Distribution
definiert. Selbst mit Regularisierung gibt es Schwierigkeiten, weil die s.a. Matrix P ε(x, y)P ε(y, x)
wegen des indefiniten Skalarproduktes nicht diagonalisierbar zu sein braucht. Darum werden
wir die Eigenwerte und Spektralprojektoren lediglich als formale Ausdru¨cke berechnen,
denen wir keinen mathematischen Sinn geben. Nach Einsetzen in (4.26) erha¨lt man jedoch
fu¨r Q[g] einen Ausdruck, der nach der Methode von Kapitel 3 wohldefiniert ist. Dieses
Vorgehen ist unproblematisch und fu¨r unsere Zwecke vo¨llig ausreichend, weil die Spektralzerlegung
von P (x, y) P (y, x) nur ein technisches Hilfsmittel ist, um das Verhalten des Operators
Q[g] bei Sto¨rungen des fermionischen Projektors effizienter berechnen zu ko¨nnen.
In Anhang F werden explizite Formeln fu¨r die Eigenwerte und Spektralprojektoren von
P (x, y) P (y, x) hergeleitet. Insbesondere wird die Auswirkung der einzelnen Sto¨rbeitra¨ge
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von P (x, y) auf λj , Ej genau untersucht. Dort werden auch die gerade angesprochenen
mathematischen Schwierigkeiten ausfu¨hrlicher diskutiert. In den folgenden Abschnitten
werden wir einzelne Ergebnisse aus Anhang F verwenden und gleichzeitig genauer erkla¨ren.
4.3 Systeme mit einer Fermionsorte
In den vorangehenden Abschnitten 4.1, 4.2 haben wir mit (4.8), (4.12), (4.11) einen
Ansatz fu¨r die Gleichungen der diskreten Raumzeit abgeleitet und die allgemeine Methode
beschrieben, mit welcher der Kontinuumslimes dieser Gleichungen untersucht werden kann.
Die Lagrangedichte ist in (4.8) oder nach Taylorentwicklung gema¨ß (4.16) aber noch
unbestimmt, und wir haben imMoment keine Vorstellung davon, wie eine sinnvolle Lagrangedichte
aussehen sollte. Um den Zusammenhang zwischen der Form der Lagrangedichte und der
Dynamik des Systems zu verstehen, wollen wir nun konkrete Modelle diskutieren.
Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel, na¨mlich einem fermionischen Projektor,
der lediglich aus einem Diracsee aufgebaut ist. Die Spindimension ist 4. Unsere U¨berlegung
la¨ßt sich direkt auf den Fall mehrerer Teilchenfamilien (also mehreren Diracseen im gleichen
(4× 4)-Block) u¨bertragen.
Natu¨rlich sind erst bei ho¨herer Spindimension physikalisch interessante Wechselwirkungen
zu erwarten. Als Vorbereitung auf realistischere Modelle ist das Studium von Systemen
bei Spindimension 4 trotzdem sinnvoll, besonders weil der freie Projektor im allgemeinen
Fall eine direkte Summe solcher (4× 4)-Blo¨cke ist.
4.3.1 Massive Fermionen
Im Vakuum beschreibt der fermionische Projektor einen vollsta¨ndig gefu¨llten Diracsee. Bei
Fermionen mit Ruhemasse haben wir also mit der Bezeichnung von Definition 2.1.1
P (x, y) =
1
2
(pm − km)(x, y) , (4.30)
dabei ist m die (nackte) Masse der Fermionen. Den Fall mit Wechselwirkung erha¨lt man
hieraus, indem man einzelne Fermionen hinzufu¨gt bzw. aus dem Diracsee entfernt und
anschließend P einer unita¨ren Transformation unterwirft .
die Bedingung Q(x, y) ≃ 0
Wir beginnen mit der Untersuchung des freien Projektors, was uns bis zu Seite 128
bescha¨ftigen wird.
Zuna¨chst wollen wir begru¨nden, weswegen die Lagrangedichte so gewa¨hlt werden muß,
daß nicht nur die Euler-Lagrange-Gleichung (4.20), sondern sogar die sta¨rkere Bedingung
Q(x, y) ≃ 0 (4.31)
erfu¨llt ist.
Einen ersten Hinweis auf diese Forderung erhalten wir durch direkte Berechnung des
Kommutators [P,Q] im Vakuum. Diese Rechnung ist nicht ganz unproblematisch, weil
die Regularisierung explizit eingeht, wir ko¨nnen sie aber trotzdem erkla¨ren: Wir nehmen
an, daß Bedingung (4.31) verletzt ist. Bei asymptotischer Entwicklung von Qε(x, y) erha¨lt
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man dann typischerweise Ausdru¨cke der Form
f(x, y) =
1
εp
δ((y − x)2) h(y − x) (4.32)
g(x, y) =
1
εp
δ((y − x)2) h(y − x) (y − x)jγj , p ∈ IN (4.33)
mit einer auf M \ {0} stetigen Funktion, die homogen vom Grade −q ist
h(λz) = λ−q h(z) .
Der Faktor ε−p δ((y − x)2) und die Funktion h beschreiben die Singularita¨t auf dem
Lichtkegel bzw. die Singularita¨t am Ursprung. Man beachte, daß die Form von h wesentlich
von der gewa¨hlten Regularisierung abha¨ngt, und daß (4.32), (4.33) keine lorentzinvarianten
Ausdru¨cke sind. Bei Fouriertransformation von (4.32) erha¨lt man eine regula¨re Funktion
f˜(k), die ebenfalls die Lorentzsymmetrie verletzt. Der zusa¨tzliche Faktor (y − x)jγj in
(4.33) u¨bersetzt sich im Impulsraum in den Ableitungsoperator i∂/k, also g˜(k) = i∂/kf˜(k).
Mit dem Ausdruck
P (k) = (k/+m) δ(k2 −m2) Θ(−k0)
fu¨r den freien fermionischen Projektor folgt
˜[P, g](k) = [i∂/kf˜(k), k/] δ(k2 −m2) Θ(−k0) .
Der Kommutator auf der rechten Seite verschwindet nicht, weil der Vierervektor ∂kf˜(k)
wegen der gebrochenen Lorentzsymmetrie i.a. nicht parallel zu k ist3.
Ein eleganteres Argument fu¨r die Notwendigkeit von Bedingung (4.31) erhalten wir bei
der Betrachtung eines zusa¨tzlichen U(1)-Eichfeldes. Die U¨berlegung hat A¨hnlichkeit mit
der Diskussion der Ringbeitra¨ge auf Seite 114; wir verwenden auch die gleiche Notation:
Wir schreiben zuna¨chst die Euler-Lagrange-Gleichungen mit Integralkernen um
0 = [P,Q](x, y) =
∫
d4z (P (x, z) Q(z, y) − Q(x, z) P (z, y)) . (4.34)
Bei einer lokalen Eichtransformation mit Potential Aj = ∂jΛ wird die Phase von (4.34)
transformiert
[P,Q](x, y) −→ e−i(Λ(y)−Λ(x)) [P,Q](x, y) .
Im Fall eines allgemeinen Eichpotentials A sind bei asymptotischer Entwicklung die Eichterme
dominant, unter denen sich P,Q gema¨ß
P (x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)j P (x, y) , Q(x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)j Q(x, y)
verha¨lt. Einsetzen in (4.34) liefert
[P,Q](x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)
j
×
∫
d4z e−i
∫
∂∆
Aj dx
j
(P (x, z) Q(z, y) − Q(x, z) P (z, y)) , (4.35)
3Bei Wahl einer speziellen Regularisierung kann man diese Rechnung explizit durchfu¨hren. Fu¨r P ε =
P ∗ ηε mit rein zeitabha¨ngigem η hat man beispielsweise
h(z) = (z0)−q oder h(z) = (z0)−q ǫ(q0) .
Man beachte, daß vor der Fouriertransformation die Singularita¨t am Ursprung zusa¨tzlich regularisiert
werden muß.
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wobei ∆ das Dreieck mit Ecken x, y, z bezeichnet. Das Integral u¨ber ∂∆ gibt nach dem Satz
von Stokes den Fluß durch das Dreieck ∆ an. Wenn wir annehmen, daß (4.31) verletzt ist,
sind die Integranden in (4.34), (4.35) nach asymptotischer Entwicklung nicht null. Durch
den zusa¨tzlichen Flußfaktor gera¨t der Integrand in (4.35) gegenu¨ber (4.34) außer Phase.
Deshalb verschwindet das Integral in (4.35) i.a. nur dann, wenn es keinen Fluß durch die
Dreiecke ∆ gibt. Folglich kann das U(1)-Feld global weggeicht werden und beschreibt keine
Dynamik. Das ist physikalisch nicht sinnvoll.
Wir erwa¨hnen ein weiteres Argument fu¨r Bedingung (4.31). Es nimmt qualitativ die
Methode vorweg, mit der wir spa¨ter den Zusammenhang zu klassischen Feldgleichungen
herstellen werden: Die klassischen Feldgleichungen sind lineare Gleichungen in den Noether-
und Diracstro¨men sowie dem Energie-Impuls- und Kru¨mmungstensor. Da die Euler-Lagrange-
Gleichungen (4.20) im Kontinuumslimes die klassischen Feldgleichungen liefern sollen,
erwarten wir, daß die Beitra¨ge der klassischen Tensoren zu P,Q in linearer Sto¨rungstheorie
behandelt werden ko¨nnen4. Eine Entwicklung der Euler-Lagrange-Gleichungen liefert
0 = [P,∆Q] + [∆P,Q] , (4.36)
dabei sind P,Q die freien Operatoren und ∆P,∆Q die Beitra¨ge der klassischen Tensoren.
Die Sto¨rungsbeitra¨ge ∆P (x, y) zum fermionischen Projektor wurden in den Anha¨ngen A-
D berechnet. Nach Anhang F sind auch die Sto¨rungen ∆λj(x, y), ∆Ej(x, y) der Eigenwerte
und Spektralprojektoren explizit bekannt. Damit kann ∆Q durch Entwicklung von (4.26)
bestimmt werden. Man erha¨lt die beiden Beitra¨ge
∆Q[g] =
∑
j
g∑
q=1
∆
(
f (q,g)xy (λj(x, y))
q−1
)
(Ej(x, y) P (x, y)) (4.37)
+
∑
j
g∑
q=1
(
f (q,g)xy (λj(x, y))
q−1
)
∆(Ej(x, y) P (x, y)) . (4.38)
(4.37) gibt die Sto¨rung des Polynoms an und kann mit ∆λj ausgedru¨ckt werden, (4.38)
ha¨ngt dagegen von ∆Ej, ∆P (x, y) ab. Wir fu¨hren nun fu¨r feste Parameter x, y eine
Dimensionsbetrachtung durch. Fu¨r die Wahl der komplexen (4× 4)-Matrix ∆P (x, y) gibt
es 2× 4× 4 = 32 reelle Freiheitsgrade. Da ∆P (x, y) direkt in ∆(EjP (x, y)) eingeht, wird
∆(EjP (x, y)) ebenfalls durch 32 Parameter beschrieben. Bei den 4 Parametern ∆λj gibt
es dagegen nur 4 Freiheitsgrade (beachte dazu, daß P (x, y) P (y, x) s.a. ist). Folglich kann
man die Sto¨rung (4.37) mit 4 Parametern beschreiben, fu¨r (4.38) werden i.a. 32 Parameter
beno¨tigt. Wir ko¨nnen nicht erwarten, daß sich Beitra¨ge der beiden Summanden in (4.36)
gegenseitig kompensieren oder daß von den Freiheitsgraden von ∆P , ∆Q bei Einsetzen
in (4.36) einige wegfallen. Folglich u¨bersetzen sich in den Euler-Lagrange-Gleichungen
alle Freiheitsgrade in Bedingungen an die Sto¨rmatrix P (x, y) (und damit mittelbar in
Bedingungen an die Sto¨rung des Diracoperators). Es zeigt sich, daß 32 Bedingungen fu¨r
sinnvolle Gleichungen zu viel sind. (Insbesondere gibt es Probleme bei den Stromtermen,
weil die Terme der Form ∆P (x, y) ∼ ξ2jkγj , jkξkξ/ nicht miteinander in Beziehung gesetzt
werden ko¨nnen.) Hieraus folgt zuna¨chst einmal, daß die Matrix ∆(EjP (x, y)) nicht in ∆Q
eingehen darf. Dazu muß der Beitrag (4.38) unabha¨ngig von ∆(EjP (x, y)) verschwinden.
Nach (4.21) bedeutet dies
∞∑
g=1
g∑
q=1
f (q,g)xy (λj(x, y))
q−1 = 0 fu¨r alle j .
4Wir werden in Abschnitt 4.5 zeigen, daß diese perturbative Behandlung tatsa¨chlich zula¨ssig ist.
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Durch Einsetzen in (4.26) folgt Bedingung (4.31). Ist diese Bedingung aber erfu¨llt, so
verschwindet auch der zweite Summand in (4.36), so daß in die Euler-Lagrange-Gleichungen
tatsa¨chlich nur die 4 Parameter ∆λj eingehen.
homogener Polynomansatz
Wir kommen zu dem Schluß, daß der freie fermionische Projektor die Bedingung (4.31)
erfu¨llen muß. Wir wollen allgemeiner untersuchen, was diese Bedingung u¨ber Q aussagt
und dann einen konkreten Ansatz fu¨r die Lagrangedichte machen. Dazu argumentieren wir
wieder qualitativ mit der Spektralzerlegung (4.26) und halten x, y fest: Im allgemeinen ist
die Matrix P (x, y) invertierbar. Nach (4.21), (4.26) impliziert damit (4.31) die Bedingung
∑
j
 ∞∑
g=1
g∑
q=1
f (q,g)xy λ
q−1
j
 Ej = 0 .
Nach den Eigenschaften EiEj = δijEi der Spektralprojektoren folgt, daß die Reihe
F (z) =
∞∑
q=1
f (q) zq−1 mit f (q) =
∞∑
g=q
f (q,g)xy (4.39)
die Eigenwerte λj als Nullstellen besitzt. Außer diesen endlich vielen (in unserem Fall
ho¨chstens 4) Bedingungen haben wir u¨ber die Funktion F keinerlei Informationen. Bei
einfachen transzendenten Funktionen (z.B. exp, log, trigonometrische oder hyperbolische
Funktionen) scheint es nicht natu¨rlich, eine endliche Zahl von variablen Nullstellen zu
fordern. Deswegen machen wir fu¨r F einen Polynomansatz
F (z) =
h∑
q=1
f (q) zq−1 mit h ∈ IN .
Damit in (4.39) ho¨chstens (h − 1)-te Potenzen von z auftreten, muß in (4.26) und damit
auch in (4.23) stets q ≤ h sein. Am einfachsten kann man das erreichen, indem man die
Homogenita¨tsreihe fu¨r Q nach dem h-ten Glied abbricht
Q =
h∑
g=1
Q[g] . (4.40)
Bei asymptotischer Entwicklung sind in (4.40) die Summanden fu¨r großes g dominant5,
und wir ko¨nnen gleich
Q = Q[h] (4.41)
setzen (zumindest, solange wir nur die ho¨chsten Ordnungen der Singularita¨t auf dem
Lichtkegel und am Ursprung untersuchen). Da sich bei Variation der Wirkung die Potenz
in P (x, y) P (y, x) um eins erniedrigt, folgt
S = S[h] . (4.42)
5Man beachte, daß dieser Schluß bei einer unendlichen Reihe nicht mo¨glich ist. Der Ausdruck
tanh (Tr(P (x, y) P (y, x)))
ist beispielsweise eine regula¨re Funktion, obwohl die einzelnen Glieder einer Potenzreihenentwicklung immer
sta¨rkere Singularita¨ten auf dem Lichtkegel besitzen.
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Wir nennen den Ansatz (4.42), (4.41) homogenen Polynomansatz.
Natu¨rlich ha¨tten wir gleich in Abschnitt 4.1 die Wirkung in der Form (4.42) ansetzen
ko¨nnen. Wir haben den etwas allgemeineren Zugang gewa¨hlt um herauszuarbeiten, daß
die aus Bedingung (4.31) folgenden Nullstellenbedingungen an (4.39) eine polynomiale
Form von L nahelegen, und daß die asymptotischen Entwicklungsregeln schließlich auf
den homogenen Ansatz fu¨hren.
die intrinsische Methode
Mit dem homogenen Polynomansatz haben wir nur noch endlich viele Parameter, um
die Wirkung festzulegen, na¨mlich den Homogenita¨tsgrad h und die Koeffizienten c{p}.
Allerdings gibt es (zumindest bei großem h) sehr viele freie Parameter. Es wa¨re aus
theoretischer Sicht unbefriedigend oder zumindest unscho¨n, alle diese Parameter als empirische
Gro¨ßen aufzufassen undmit Informationen u¨ber das zu beschreibende physikalische System
zu fitten. Darum schra¨nken wir uns zur Bestimmung von h, c{p} mit der folgenden Methode
ein: Den Homogenita¨tsgrad h ∈ IN geben wir empirisch vor. Zum Berechnen der c{p}
verwenden wir ausschließlich die Bedingung, daß die Euler-Lagrange-Gleichungen mathematisch
sinnvoll sein sollen. Mit “mathematisch sinnvoll” meinen wir, daß die Gleichungen fu¨r den
freien fermionischen Projektor erfu¨llt sind und daß man im Kontinuumslimes partielle
Differentialgleichungen in Potentialen und Feldern erha¨lt. Fu¨r die Bestimmung der c{p}
wollen wir aber keine physikalischen Eigenschaften unseres Systems verwenden. Insbesondere
du¨rfen die erwarteten Eichgruppen und Wechwelwirkungen, Kopplungskonstanten und
Ladungen nicht in die Koeffizienten c{p} eingehen. Wir nennen dieses Vorgehen intrinsi-
sche Methode.
Mit der intrinsischen Methode wird unser physikalisches System durch den freien
fermionischen Projektor und den Homogenita¨tsgrad h bereits vollsta¨ndig beschrieben. Die
Koeffizienten c{p} ko¨nnen (a¨hnlich wie Lagrangesche Multiplikatoren in der klassischen
Physik) als zuna¨chst unbestimmte Parameter angesehen werden. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen liefern Bedingungen sowohl an c{p} als auch an P (x, y). Damit ko¨nnen die
Koeffizienten c{p} bestimmt werden; die Bedingungen an P (x, y) legen dann die Dynamik
des Systems fest.
Durch die intrinsische Methode wird auch der Homogenita¨tsgrad h weitgehend fixiert:
Die Anzahl der Koeffizienten c{p} nimmt mit steigendem h zu. Wa¨hlen wir h zu klein, so
gibt es nicht genu¨gend Parameter, um mathematisch sinnvolle Gleichungen zu bilden. Ist h
dagegen zu groß, so bleiben nach Erfu¨llung aller mathematischer Konsistenzbedingungen
noch freie Parameter u¨brig, was durch die intrinsische Methode ausgeschlossen wird.
ein Beispiel: Bestimmung von S[3]
Wir wollen nun die intrinsische Methode auf den fermionischen Projektor (4.30) anwenden
und die Wirkung explizit berechnen.
Nach unserer bisherigen Diskussion haben wir als einzige Bedingung fu¨r den freien
Projektor Gleichung (4.31) zu erfu¨llen. Damit mu¨ssen wir den kleinsten Homogenita¨tsgrad
h und die zugeho¨rigen Konstanten c{p} bestimmen, welche (4.31) genu¨gen. Es ist nicht zu
erwarten, daß diese Wirkung bereits auf mathematisch sinnvolle Gleichungen (insbesondere
auf Differentialgleichungen in Potentialen und Feldern) fu¨hrt, denn dazu sind mo¨glicherweise
zusa¨tzliche, bislang noch nicht untersuchte Bedingungen notwendig. Wir wollen an diesem
Beispiel lediglich die bisherigen Konstruktionen und Methoden erla¨utern.
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Fu¨r die Berechnung von h, c{p} werden wir wieder mit den Eigenwerten der Matrix
P (x, y) P (y, x) argumentieren. Wie ab Seite 119 beschrieben, ist dieses Verfahren aus
mathematischer Sicht nicht einwandfrei; unsere Rechnung la¨ßt sich aber mit geringem
Mehraufwand auch mathematisch sauber durchfu¨hren. An der folgenden Rechnung wollen
wir auch exemplarisch zeigen, wie mit Hilfe der Spektralzerlegung (4.26) hergeleitete
Ergebnisse nachtra¨glich mathematisch gerechtfertigt werden ko¨nnen.
Mit der Notation (3.8) hat der freie Projektor (4.30) die Form
P (x, y) = (iξ/f(z) + g(z) | 1) , z ≡ ξ2 , (4.43)
dabei sind f, g Besselfunktionen mit Reihenentwicklung
f(z) = c0z
−2 + c2m
2z−1 + c4m
4(ln(|z|) + Ce) + · · ·
g(z) = c1mz
−1 + c3m
3(ln(|z|) + Ce) + · · ·
und geeigneten reellen Koeffizienten ck. Durch Bildung der Adjungierten (bzgl. des Spin-
skalarproduktes) folgt
P (y, x) = P (x, y)∗ = (1 | − iξ/f(z) + g(z))
und damit
P (x, y) P (y, x) = (iξ/f + g | − iξ/f + g) . (4.44)
Nach den asymptotischen Rechenregeln mu¨ssen wir ξ+, ξ− fu¨r formale Rechnungen als
verschiedene Vektoren ansehen, auch wenn diese Vektoren außerhalb des Lichtkegels (wo
(4.44) punktweise definiert ist) natu¨rlich u¨bereinstimmen.
Wir betrachten das orthogonale Komplement von ξ±
V :=
{
v ∈M | ξ+j vj = ξ−j vj = 0
}
.
V ist zweidimensional. Fu¨r jedes v ∈ V kommutiert die Matrix ρv/ mit ξ/±[
ρv/, ξ/±
]
= ρ
{
v/, ξ/±
}
= 2ρ ξ±j v
j = 0
und damit auch mit (4.44). Folglich gibt es eine zweiparametrige Schar unita¨rer Transformationen,
unter denen die Matrix P (x, y) P (y, x) invariant ist
P (x, y) P (y, x) = exp (iρv/) P (x, y) P (y, x) exp (−iρv/) , v ∈ V .
Da diese Schar außerdem keine eindimensionalen invarianten Unterra¨ume besitzt
ρv/Ψ ∼ Ψ ∀v ∈ V impliziert Ψ = 0 (Ψ ∈ IC4) ,
mu¨ssen alle Eigenwerte wenigstens zweifach entartet sein. Wir nennen dies die chirale
Entartung der Eigenwerte.
Aufgrund der chiralen Entartung besitzt (4.44) genau zwei Eigenwerte λ1/2, die zugeho¨rigen
Eigenra¨ume sind zweidimensional (genau ein Eigenwert kann nicht sein, weil ansonsten
(4.44) ein Vielfaches der Einheitsmatrix wa¨re). Die Funktion F (z), (4.39), vereinfacht sich
mit dem homogenen Polynomansatz zu
F (z) =
h∑
q=1
f (q,h)xy z
q−1 . (4.45)
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Wie auf Seite 124 allgemeiner erkla¨rt wurde, mu¨ssen λ1/2 Nullstellen dieses Polynoms sein.
Folglich muß der Homogenita¨tsgrad h ≥ 3 sein. Nach der intrinsischen Methode mu¨ssen
wir sogar h = 3 wa¨hlen. Es folgt
F (z) = (z − λ1)(z − λ2) = z2 − (λ1 + λ2)z + λ1λ2 (4.46)
und nach Koeffizientenvergleich mit (4.45)
f (3,3)xy = 1 , f
(2,3)
xy = −(λ1 + λ2) , f (1,3)xy = λ1λ2 . (4.47)
Die Gro¨ßen α
(q)
{p} berechnen sich mit Hilfe von (4.28) zu
α(0)xy = 2 , α
(1)
xy = 2(λ1 + λ2) , α
(2)
xy = 2(λ
2
1 + λ
2
2) . (4.48)
Einsetzen von (4.47), (4.48) in (4.27) liefert die Gleichungen
1 = f (3,3)xy = c
(3)
{} 4
−(λ1 + λ2) = f (2,3)xy = c(2){1} 2(λ1 + λ2)
λ1λ2 = f
(1,3)
xy = c
(1)
{2} 2(λ
2
1 + λ
2
2) + c
(1)
{1,1} 4(λ1 + λ2)
2 ,
aus denen sich die Parameter c
(q)
{p} bestimmen lassen:
c
(3)
{} =
1
4
c
(2)
{1} = −
1
2
c
(1)
{2} = −
1
4
c
(1)
{1,1} =
1
8
(4.49)
Fu¨r den Operator Q erhalten wir durch Einsetzen von (4.49) in (4.23) die explizite Formel
Q(x, y) = Q[3](x, y) =
1
4
(P (x, y) P (y, x))2 P (x, y)
−1
2
α(2)xy P (x, y) P (y, x) P (x, y) +
1
8
(
(α(1)xy )
2 − 2α(2)xy
)
P (x, y) . (4.50)
Durch ‘Integration’ der Konstanten c
(q)
{p} gema¨ß (4.18) erha¨lt man fu¨r die Lagrangedichte
L(x, y) = L[3](x, y) =
1
12
α(3)xy −
1
4
α(2)xy α
(1)
xy +
1
24
(α(1)xy )
3 . (4.51)
Man kann direkt verifizieren, daß die Wirkung
S = S[3] =
∫
d4x
∫
d4y L[3](x, y)
mit Lagrangedichte (4.51) bei Variation tatsa¨chlich auf Q gema¨ß (4.50) fu¨hrt.
Damit haben wir die Wirkung vollsta¨ndig bestimmt. Um dieses Ergebnis mathematisch
zu rechtfertigen, du¨rfen wir die Spektralzerlegung von P (x, y)P (y, x) nicht verwenden: Mit
den asymptotischen Rechenregeln ko¨nnen beliebige Produkte von P (x, y) P (y, x) gebildet
und berechnet werden, beispielsweise
P (x, y) P (y, x) = ξ/+ξ/− (f | f) + i (ξ/f | g) − i (g | ξ/f) + (g | g) (4.52)
P (x, y) P (y, x) P (x, y)
= iξ/+ξ/−ξ/+ (f2 | f) − (ξ/2f2 | g) + ξ/−ξ/+ (fg | f) + i (ξ/fg | g)
+ξ/+ξ/− (fg | f) + i (ξ/fg | g) − i (g2 | ξ/f) + (g2 | g)
≃ 2i z (ξ/f2 | f) − i (zf2 | ξ/f) − (zf2 | g) + i (ξ/fg | g)
+2z (fg | f) + i (ξ/fg | g) − i (g2 | ξ/f) + (g2 | g) . (4.53)
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Durch Spurbildung erha¨lt man α
(q)
xy , also z.B.
α(1)xy = Tr (P (x, y) P (y, x)) = 4z (f | f) + 4 (g | g) . (4.54)
Wenn man diese Formeln in (4.50) einsetzt, heben sich alle Terme weg. Also ist Bedingung
(4.31) fu¨rQ[3] gema¨ß (4.50) tatsa¨chlich erfu¨llt. Es bleibt zu zeigen, daß der Homogenita¨tsgrad
h = 3 minimal ist und daß Q[3] (bis auf ein Vielfaches) eindeutig bestimmt ist. Falls h
nicht minimal wa¨re, ga¨be es eine nichttriviale Lo¨sung der Gleichung
0 ≃ Q[2](x, y) = c(2){} P (x, y) P (y, x) P (x, y) + c
(1)
{1} α
(1)
xy P (x, y) , c
(1)
{} , c
(0)
{1} ∈ IR .
Nach Einsetzen von (4.43), (4.53), (4.54) stellt man jedoch fest, daß es nur die Lo¨sung
c
(q)
{p} ≡ 0 gibt. Das ist auch direkt einsichtig, weil in dieser Rechnung Beitra¨ge ∼ 1 , ξ/
auftreten und es nur zwei freie Parameter gibt. Falls Q[2] nicht (bis auf ein Vielfaches)
eindeutig wa¨re, ga¨be es wegen der Linearita¨t in Q von (4.31) Koeffizienten c
(q)
{p} 6≡ 0 mit
c
(2)
{1} α
(1)
xy P (x, y) P (y, x) P (x, y) +
(
c
(1)
{2} α
(2)
xy + c
(1)
{1,1} (α
(1)
xy )
2
)
P (x, y) ≃ 0 .
Man kann wieder explizite Formeln fu¨r die Distributionsprodukte einsetzen und diese
Aussage zum Widerspruch fu¨hren.
Ganz allgemein kann man die formale Spektralzerlegung von P (x, y) P (y, x) immer
umgehen und alle Ergebnisse mit Hilfe von (4.23), (4.24) durch eine direkte Rechnung
ableiten. Man sieht aber schon an diesem Beispiel, daß das Arbeiten mit der Spektralzerlegung
wesentlich anschaulicher und einfacher ist. Dieser Vorteil wird noch deutlicher, wenn Q[g]
spa¨ter nach bestimmten Sto¨rbeitra¨gen ∆P (x, y) des fermionischen Projektors entwickelt
werden muß.
dynamische Eichfelder
Wir wollen nun das Studium des freien fermionischen Projektors abschließen und uns der
urspru¨nglichen Frage zuwenden, was die Euler-Lagrange-Gleichungen u¨ber die Wechselwirkung
der Fermionen aussagen. Als ersten Schritt zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir
Sto¨rungen durch Eichfelder und beru¨cksichtigen nur die am sta¨rksten singula¨ren Beitra¨ge
zu P (x, y), also die Eich- und Pseudoeichterme.
Bei einer Sto¨rung des Diracoperators durch ein U(1)-Eichpotential A,
i∂/ −→ i∂/ + A/ , (4.55)
beschreiben die Eichterme eine Phasentransformation
P (x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)
j
P (x, y) .
Diese Phasendrehung fa¨llt bei der Bildung von P (x, y) P (y, x) heraus
P (x, y) P (y, x) −→ P (x, y) P (y, x) .
Deshalb kann die Transformation vonQ gema¨ß (4.23) ebenfalls durch eine einfache Phasentransformation
beschrieben werden
Q(x, y) −→ e−i
∫ y
x
Aj (y−x)
j
Q(x, y) . (4.56)
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Der Phasenfaktor in (4.56) ist eine glatte Funktion; folglich ist die Bedingung an den freien
Projektor (4.31) auch mit zusa¨tzlichen Eichtermen erfu¨llt. Die Eich-/Pseudoeichterme der
Sto¨rung (4.55) fallen also in den Euler-Lagrange-Gleichungen weg.
Wir nennen allgemein Eichfelder, deren Eich-/Pseudoeichterme in den Euler-Lagrange-
Gleichungen verschwinden, dynamische Eichfelder. Alternativ ko¨nnen dynamische Eichfelder
auch dadurch charakterisiert werden, daß ihre Potentiale nur in Form von Ableitungen
(also Feldsta¨rken und Stro¨men) in die Euler-Lagrange-Gleichungen eingehen. Wir beschreiben,
warum dynamische Eichfelder eine erste Vorstellung von der Dynamik des Systems vermitteln:
Die Eich-/Pseudoeichterme sind auf dem Lichtkegel sta¨rker singula¨r als alle Beitra¨ge der
klassischen Tensoren zu P (x, y) (also insbesondere als alle Strom- und Kru¨mmungsterme).
Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen mit Wechselwirkung erfu¨llt sind, mu¨ssen folglich
die Eich-/Pseudoeichterme aller Eichfelder verschwinden. Anders ausgedru¨ckt, wird die
Dynamik des Systems nur durch die dynamischen Eichfelder beschrieben. Umgekehrt
brauchen nicht alle dynamischen Eichfelder fu¨r die Dynamik relevant zu sein, denn die
noch nicht untersuchten Beitra¨ge des Feldsta¨rketensors zu P (x, y) ko¨nnten zusa¨tzliche
Bedingungen an das Eichfeld liefern. Damit ein dynamisches Eichfeld tatsa¨chlich in Lo¨sungen
der Euler-Lagrange-Gleichungen auftritt, mu¨ssen zusa¨tzlich die Beitra¨ge des Feldsta¨rketensors
verschwinden, und es muß einen sinnvollen Zusammenhang zwischen den Beitra¨gen des
Noetherstroms und geeigneten Diracstro¨men geben.
Fu¨r ein realistisches physikalisches Modell erwarten wir imMoment, daß die dynamischen
Eichfelder durch die Eichgruppe SU(3)⊗ SU(2)⊗U(1) des Standardmodells beschrieben
werden ko¨nnen. In jedem Fall sollten alle Eichfelder des Standardmodells dynamische
Eichfelder sein.
chirale Eichfelder, die Wirkung S[5]
Wir kommen zu Eichfeldern, welche an die links- und rechtsha¨ndige Komponente der
Fermionen unterschiedlich ankoppeln. Solche Felder werden in der schwachen Wechselwirkung
beobachtet und sollten deshalb auch als dynamische Eichfelder vorkommen.
Wir beschreiben chirale Felder mit der Sto¨rung des Diracoperators
i∂/ −→ i∂/ + χL A/R + χR A/L (4.57)
und chiralen Potentialen A/L/R. Die Potentiale haben die Form wie bei einer lokalen U(1)L⊗
U(1)R-Eichsymmetrie. Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen an die
Lagrangedichte diesen Potentialen dynamische Eichfelder entsprechen.
Zur Einfachheit diskutieren wir hier nur die fu¨hrende Singularita¨t ∼ m0 des freien
Projektors. Wir nehmen also
P (x, y) = c0 (iξ/z
−2 | 1)
an, es folgt
P (x, y) P (y, x) = c20 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) . (4.58)
Unter (4.57) beschreiben die Eich-/Pseudoeichterme wieder eine Phasentransformation
des fermionischen Projektors
χL/R P (x, y) −→ χL/R e−i
∫ y
x
Aj
L/R
(y−x)j P (x, y) , (4.59)
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bei der Bildung von P (x, y) P (y, x) fa¨llt der Phasenfaktor aber nun nicht weg
χL/R P (x, y) P (y, x) = χL/R P (x, y) χR/L P (y, x)
−→ χL/R e−i
∫ y
x
(Aj
L/R
−Aj
R/L
) (y−x)j P (x, y) P (y, x) . (4.60)
Um die Bedeutung der Transformationsformel (4.60) zu verstehen, wollen wir die Eigenwerte
von P (x, y)P (y, x) bestimmen. Dazu spalten wir zuna¨chst den Spinorraum IC4 in die links-
und rechtsha¨ndige Komponente auf
IC4 = IC4L ⊕ IC4R mit IC4L/R = χL/R IC4 .
Im freien Fall (4.58) ist die Matrix P (x, y) P (y, x) auf IC4L/R invariant, genauer
P (x, y) P (y, x) =
[
c20 χL (ξ/z
−2 | ξ/z−2) χL
]
⊕
[
c20 χR (ξ/z
−2 | ξ/z−2) χR
]
. (4.61)
Der erste Summand in (4.61) wirkt nur auf IC4L, der zweite Summand nur auf IC
4
R. Um
die Eigenwerte von (4.61) zu bestimmen, mu¨ssen wir die beiden direkten Summanden
diagonalisieren. Da diese Summanden aus Symmetriegru¨nden die gleichen Eigenwerte
besitzen, ist jeder Eigenwert von P (x, y) P (y, x) wenigstens zweifach entartet. Das ist
die chirale Entartung der Eigenwerte, die wir auf Seite 126 schon unter allgemeineren
Voraussetzungen durch Symmetrietransformationen beschrieben haben. Wir berechnen
die beiden Eigenwerte von (4.58) mit dem Funktionalkalku¨l: Gesucht ist ein quadratisches
Polynom, das bei Einsetzen von P (x, y) P (y, x) identisch verschwindet. Wir haben
(P (x, y) P (y, x))2 = c40 ξ/
+ξ/−ξ/+ξ/− (z−4 | z−4)
= 2c40 z (ξ/z
−4 | ξ/z−4) − c40 (z−3 | z−3)
(3.72)≃ c20 ((z−2 | z−1) + (z−1 | z−2)) P (x, y) P (y, x) − c40 (z−3 | z−3) ,
das Polynom hat also die Form
λ2 − c20 ((z−2 | z−1) + (z−1 | z−2)) λ + c40 (z−3 | z−3) .
Die (formalen) Eigenwerte λ1/2 von P (x, y) P (y, x) sind die Nullstellen dieses Polynoms
λ1/2 ≃
1
2
c20 ((z
−2 | z−1) + (z−1 | z−2))
±
√
1
4
c40 ((z
−2 | z−1) + (z−1 | z−2))2 − c40 (z−3 | z−3)
=
1
2
c20 ((z
−2 | z−1) + (z−1 | z−2)) ± 1
2
c20
√
((z−2 | z−1) − (z−1 | z−2))2
=
{
c20 (z
−2 | z−1) fu¨r ‘1’
c20 (z
−1 | z−2) fu¨r ‘2’ . (4.62)
Im Fall mit Eich-/Pseudoeichtermen, also P (x, y)P (y, x) gema¨ß der rechten Seite von
(4.60), ist die Matrix P (x, y) P (y, x) ebenfalls auf IC4L/R invariant. Mit der Abku¨rzung
ϕ =
∫ y
x
(AjL −AjR) (y − x)j (4.63)
130
haben wir na¨mlich
P (x, y) P (y, x) =
[
e−iϕ c20 χL (ξ/z
−2 | ξ/z−2) χL
]
⊕
[
eiϕ c20 χR (ξ/z
−2 | ξ/z−2) χR
]
.
Die beiden Untermatrizen c20 χL/R (ξ/z
−2 | ξ/z−2)χL/R besitzen jeweils die Eigenwerte (4.62).
Folglich hat P (x, y) P (y, x) nun die vier Eigenwerte
λL 1/2 = e
−iϕ λ1/2 , λR 1/2 = e
iϕ λ1/2 (4.64)
mit λ1/2 gema¨ß (4.62)
6.
Wir sehen also, daß die chirale Entartung durch die Sto¨rung (4.57) des Diracoperators
i.a. aufgehoben wird. Nach (4.64) bleibt die chirale Entartung nur dann erhalten, wenn ϕ
fu¨r alle x, y verschwindet. Mit (4.63) folgt
AL ≡ AR ,
so daß (4.57) in die Sto¨rung (4.55) durch ein U(1)-Eichpotential u¨bergeht.
Die Aufhebung der chiralen Entartung hat folgende Konsequenz: Die Wirkung S[3]
wurde so konstruiert, daß Q[3] verschwindet, falls P (x, y) P (y, x) zwei Eigenwerte mit
jeweils zweifacher Entartung besitzt. Hat P (x, y)P (y, x) aber vier verschiedene Eigenwerte,
so ist die Bedingung (4.31) nicht mehr erfu¨llt. Da die Eich-/Pseudoeichterme auf dem
Lichtkegel genauso stark singula¨r wie der freie fermionische Projektor sind, ko¨nnen wir
mit den gleichen Argumenten wie fu¨r den freien Projektor folgern, daß auch die Euler-
Lagrange-Gleichungen (4.20) verletzt sind. Fu¨r die Wirkung S[3] ist U(1)L⊗U(1)R folglich
keine dynamische Eichgruppe, als dynamisches Eichfeld tritt lediglich das U(1)-Eichfeld
gema¨ß (4.55) auf.
Damit die volle U(1)L⊗U(1)R-Gruppe zu einer dynamischen Eichgruppe wird, mu¨ssen
wir den Homogenita¨tsgrad h erho¨hen: Das Polynom (4.45) muß nun die vier Nullstellen
λL/R 1/2 besitzen. Nach der intrinsischen Methode ist h = 5 zu wa¨hlen, es folgt
F (z) =
∏
c∈{L,R}, a∈{1,2}
(z − λca) . (4.65)
Analog wie bei der Berechnung von Q[3] lassen sich nun die Koeffizienten c
(q)
{p} bestimmen,
und man erha¨lt Q[5]. Die Parameter c{p} ko¨nnen wieder durch ‘Integration’ der c
(q)
{p}
berechnet werden, was schließlich die Wirkung S[5] liefert.
Wir stellen fest, daß der Homogenita¨tsgrad die Dynamik wesentlich beeinflussen kann:
bei h = 3 haben wir als dynamische Eichgruppe U(1), bei h = 5 dagegen die gro¨ßere
Gruppe U(1)L⊗U(1)R. Die Koeffizienten c{p} ko¨nnen in beiden Fa¨llen mit der intrinsischen
Methode bestimmt werden. Man beachte, daß die Ankopplung der Eichfelder an die
Fermionen bei unserem Vorgehen immer eindeutig festgelegt ist.
Die Wirkung S[5] ist bei Spindimension 4 aus einem anderen Grund nicht sinnvoll:
Das Polynom (4.65) ist das charakteristische Polynom der (4× 4)-Matrix P (x, y) P (y, x).
6Es mag auffallen, daß die Eigenwerte (4.62), (4.64) nicht reell sind, obwohl die Matrix P (x, y) P (y, x)
s.a. ist. Wie in Anhang F genauer beschrieben, ist dies bei indefinitem Skalarprodukt kein Widerspruch.
Allgemein liegt fu¨r jeden Eigenwert λ 6∈ IR auch λ im Spektrum; die zugeho¨rigen Spektralprojektoren
gehen durch hermitesche Konjugation ineinander u¨ber. In (4.64) gilt speziell
λL 1/2 = λR 2/1 und E
∗
L 1/2 = ER 2/1
(dabei bezeichnet ∗ die Adjungierte bezu¨glich des Spinskalarproduktes).
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Folglich verschwindet Q ganz unabha¨ngig von der Form der Eigenwerte λca. Damit sind die
Euler-Lagrange-Gleichungen fu¨r beliebiges P (x, y) erfu¨llt und liefern keinerlei Bedingungen
an den fermionischen Projektor.
Bei U¨bertragung dieses Argumentes auf den Fall beliebiger Spindimension erhalten wir
fu¨r sinnvolle Gleichungen die allgemeine Schranke
Homogenita¨tsgrad ≤ Spindimension . (4.66)
Außerdem sehen wir, daß chirale Eichfelder erst bei einer Spindimension > 4 sinnvoll
auftreten ko¨nnen.
Abschließend versuchen wir, die Ergebnisse dieses Abschnittes auf die mo¨gliche Lagrangedichte
eines realistischen physikalischen Modells zu u¨bertragen. Nach Kapitel 2 beno¨tigen wir zur
Beschreibung aller Fermionen des Standardmodells die Spindimension
4× 2× (3 + 1) = 32
(4 wegen Diracspinoren, 2 wegen Isospin, 3 wegen Colour, 1 wegen Leptonen).
Da bei den W - und Z-Bosonen chirale Eichfelder auftreten, muß der Homogenita¨tsgrad
h ≥ 5 sein. Die Abscha¨tzung (4.66) ist sicher grob, wir erwarten also als fundamentale
Wirkung
S = S[h] mit 5 ≤ h≪ 32 .
Zur Einfachheit betrachten wir einmal die Wirkung S[5]. Der freie fermionische Projektor
ist aus einzelnen (4×4)-Blo¨cken aufgebaut. Damit die Ergebnisse dieses Abschnitts anwendbar
sind, nehmen wir an, daß alle Eichfelder in diesen (4×4)-Blo¨cken diagonal sind (wir lassen
also die W -Potentiale weg). Die chiralen Potentiale ko¨nnen dann in jedem Block mit der
Sto¨rung (4.57) des Diracoperators beschrieben werden, die Eigenwerte sind durch (4.64)
gegeben. Nach Konstruktion von S[5] verschwindetQ[5] nur dann, wenn die (32×32)-Matrix
P (x, y) P (y, x) vier Eigenwerte besitzt. Da die chirale Entartung in jedem (4 × 4)-Block
aufgehoben ist, mu¨ssen die Eigenwerte von P (x, y)P (y, x) folglich in den einzelnen (4×4)-
Blo¨cken u¨bereinstimmen. Dazu muß die Phase ϕ, (4.63), nach (4.64) in allen (4×4)-Blo¨cken
bis auf ein Vorzeichen u¨bereinstimmen. Also ko¨nnen die axialen Potentiale AL − AR
nicht in jedem Block beliebig sein, sondern du¨rfen sich in den einzelnen Blo¨cken nur um
relative Vorzeichen unterscheiden. Das entspricht genau der physikalischen Beobachtung:
Der axiale Anteil des Z-Eichfeldes hat die Form Y (x) σ3iso und ist somit in jedem Block
dem Betrage nach gleich. Dies ist ein erster Hinweis, daß der homogene Polynomansatz
physikalisch sinnvoll sein ko¨nnte.
Diese U¨berlegung ist vereinfacht, weil wir nicht beru¨cksichtigt haben, daß die Neutrinos
nur in einer Ha¨ndigkeit beobachtet werden. Bevor wir die Spindimension vergro¨ßern, wollen
wir deshalb chirale Fermionen untersuchen.
4.3.2 Chirale Fermionen
Zur mo¨glichen Beschreibung von Neutrinos betrachten wir einen Diracsee, der nur aus
linksha¨ndigen Fermionen aufgebaut ist. Damit die Lorentzkovarianz gewahrt ist, muß die
Masse der Fermionen verschwinden. Der freie Projektor hat also mit der Notation (3.8)
die Form
P (x, y) = χL
1
2
(p0 − k0)(x, y) = χL c0 (iξ/z−2 | 1) (4.67)
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mit einer reellen Konstanten c0 = −(4π3)−1. Wir betrachten gleich den allgemeineren
Fall mit chiralen Eichfeldern: bei der Sto¨rung (4.57) des Diracoperators beschreiben die
Eich-/Pseudoeichterme eine Phasentransformation
P (x, y) = χL e
−i
∫ y
x
AjL (y−x)j c0 (iξ/z
−2 | 1)
[
+O(ξ−2)
]
. (4.68)
Da P (x, y) rein linksha¨ndig ist, verschwindet das Produkt P (x, y) P (y, x)
P (x, y) P (y, x) = (χL + χR) P (x, y) P (y, x)
= χL P (x, y) χR P (y, x) + χR P (x, y) χL P (y, x)
= χL P (x, y) 0 + 0 χL P (y, x) = 0 . (4.69)
Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu den massiven Fermionen des vorigen Abschnitts.
Als Folge wird die Diskussion der Euler-Lagrange-Gleichungen trivial: Nach (4.69) tra¨gt
in (4.23) nur der Summand q = 1 bei. Die Gro¨ßen α
(q)
xy verschwinden nach (4.24) ebenfalls,
folglich haben wir
Q[1](x, y) = c
(1)
{} P (x, y) und Q
[h](x, y) = 0 fu¨r h > 1 ,
so daß die Euler-Lagrange-Gleichungen in jedem Fall erfu¨llt sind.
Damit haben wir allerdings nicht die Situation behandelt, die uns eigentlich interessiert:
Wie in Kapitel 2 beschrieben, ist ein realistisches Modell aus massiven und chiralen
Fermionen aufgebaut; beim freien Projektor sind diese Teilchensorten in verschiedenen
(4 × 4)-Spinorblo¨cken zu finden. In diesem Abschnitt wollen wir als Vorbereitung auf
den allgemeinen Fall den (4 × 4)-Block der chiralen Fermionen fu¨r sich untersuchen.
Dieses Herausgreifen eines einzelnen Blocks ist sinnvoll, solange keine Wechselwirkung
mit anderen Blo¨cken stattfindet. Bei dieser Sichtweise ist die Spindimension in (4.23) also
gro¨ßer als vier, wir betrachten aber Q(x, y) nur auf einem vierdimensionalen Teilraum
des Spinorraumes. Fu¨r den Faktor (P (x, y) P (y, x))q−1 P (x, y) spielt das keine Rolle, wir
ko¨nnen weiterhin (4.68), (4.69) anwenden. Fu¨r die Gro¨ßen α
(q)
xy ist diese Vorstellung aber
wichtig, denn die Spur in (4.24) ist dann u¨ber alle Spinorkomponenten (und nicht nur
u¨ber den chiralen Block) zu bilden. Dadurch verschwinden die α
(q)
xy i.a. nicht, sondern sind
polynomial aus den Eigenwerten von P (x, y) P (y, x) in den massiven Blo¨cken aufgebaut.
Das einfachste Beispiel dieser Art ist bei Spindimension 8 ein System mit einem chiralen
und einem massiven Fermionblock
P (x, y) =
[
χL
1
2
(p0 − k0)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pm − km)(x, y)
]
. (4.70)
(Der erste Summand wirkt auf die ersten vier, der zweite Summand auf die letzten vier
Spinorkomponenten.)
Wir betrachten die Einschra¨nkung von (4.70) auf den ersten direkten Summanden; fu¨r die
Koeffizienten α
(q)
{p} erha¨lt man das gleiche Ergebnis wie beim massiven Projektor (4.30).
Nilpotenz des chiralen Blocks
Wir untersuchen die Gleichungen (4.31) und (4.20) unter der allgemeinen Annahme, daß
(4.68) die Einschra¨nkung von P auf den chiralen Block ist: Die Faktoren α
(q)
xy in (4.23)
sind nun nicht null zu setzen. Wir arbeiten wieder mit der Spektralzerlegung (4.26) fu¨r
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festes x, y und fassen f (q,h) als (unbestimmte) Koeffizienten eines Polynoms in λj auf. Da
P (x, y) P (y, x) nur einen Eigenwert λ = 0 besitzt, vereinfacht sich (4.26) zu
Q[h](x, y) = f (1,h)xy P (x, y) . (4.71)
Damit Bedingung (4.31) erfu¨llt ist, muß folglich der Koeffizient f
(1,h)
xy verschwinden. Anders
ausgedru¨ckt, muß z = 0 eine Nullstelle des Polynoms F (z), (4.45), sein. Bei einem zusammengesetzten
fermionischen Projektor tritt dadurch eine zusa¨tzliche Nullstellenbedingung auf, was i.a.
einen ho¨heren Homogenita¨tsgrad zur Folge hat. Fu¨r (4.70) muß beispielsweise h = 4
gewa¨hlt werden; F (z) hat im Gegensatz zu (4.46) die Form
F (z) = z (z − λ1)(z − λ2) . (4.72)
Wir kommen zu den Euler-Lagrange-Gleichungen (4.20). In Verallgemeinerung von
(4.69) gilt
P (x, z) P (z, y) = 0 fu¨r alle x, y, z ∈M . (4.73)
Wir nennen diese Gleichung die Nilpotenz des chiralen Blocks. Beim Umschreiben von
(4.20) mit Integralkernen folgt mit (4.71) und (4.73)
[P, Q](x, y) =
∫
d4z (P (x, z) Q(z, y) − Q(x, z) P (z, y))
=
∫
d4z (P (x, z) P (z, y)) (f (1,h)zy − f (1,h)xz ) = 0 . (4.74)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind also in jedem Fall erfu¨llt. Im Beispiel (4.70) ko¨nnen
wir weiterhin mit h = 3 und F (z) in der Form (4.46) arbeiten.
Wir kommen zu dem Schluß, daß fu¨r chirale Fermionen Gleichung (4.31) eine sta¨rkere
Bedingung als die Euler-Lagrange-Gleichung (4.20) ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied
zu den massiven Fermionen, bei denen wir ab Seite 121 begru¨ndet haben, daß (4.20) sogar
(fu¨r den freien Projektor) (4.31) impliziert. Fu¨r diesen Unterschied ist die Nilpotenz des
chiralen Projektors verantwortlich.
Gleichung (4.74) ist nu¨tzlich, weil sich dadurch in den fermionischen Projektor chirale
Blo¨cke einbauen lassen, ohne daß der Homogenita¨tsgrad h erho¨ht werden muß. Dies
ist auch vom theoretischen Standpunkt befriedigend, weil dadurch chirale Blo¨cke auf
natu¨rliche Weise im fermionischen Projektor auftreten ko¨nnen. In dieser Hinsicht kann
(4.74) als Hinweis darauf verstanden werden, daß die Beschreibung von Neutrinos gema¨ß
(4.67) sinnvoll ist. Außerdem scheint (4.74) darauf hinzudeuten, daß die Produktstruktur
PQ, QP in den Euler-Lagrange-Gleichungen einen Sinn macht. Da diese Produktstruktur
eng mit den Nebenbedingungen P 2 = P ∗ = P bei der Variation von P zusammenha¨ngt
(ohne diese Nebenbedingungen ha¨tten wir anstelle von (4.20) die Euler-Lagrange-Gleichungen
(4.31)), kann (4.74) sogar als eine erste Besta¨tigung fu¨r das Prinzip des fermionischen
Projektors angesehen werden.
4.4 Systeme bei ho¨herer Spindimension
Im vorangehenden Abschnitt 4.3 haben wir die Form der Wirkung mit dem homogenen
Polynomansatz wesentlich pra¨zisiert. Nach der intrinsischen Methode haben wir nur noch
den Homogenita¨tsgrad h als freien Parameter, um die Dynamik des Systems festzulegen.
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Damit sind wir nun in einer guten Position, um unseren Ansatz zu testen. Wenn unser
Konzept physikalisch sinnvoll sein soll, mu¨ssen die Wechselwirkungen des Standardmodells
mit ihren Eichgruppen und Kopplungen aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (4.20) folgen.
Mit dem Begriff des dynamischen Eichfeldes steht uns eine erste Methode zur Verfu¨gung,
um einen Zusammenhang zwischen den Euler-Lagrange-Gleichungen und einer durch klassische
Eichfelder beschriebenen Dynamik herzustellen. Darum wollen wir die dynamischen Eichgruppen
bei Systemen mit mehreren Fermionsorten und der Spindimension 4n, n > 1 allgemeiner
untersuchen.
Wir werden mit Systemen beginnen, bei denen der freie fermionische Projektor aus
zwei (4× 4)-Blo¨cken aufgebaut ist; die Spindimension ist also 8. Aus physikalischer Sicht
sollten diese Systeme die Isospinpartner
u, s, t ←→ d, c, b bzw. νe, νµ, ντ ←→ e, µ, τ
beschreiben. Zur Einfachheit betrachten wir nur eine Teilchenfamilie; die Diskussion la¨ßt
sich aber direkt auf den allgemeinen Fall u¨bertragen, wenn man jeden (4 × 4)-Block
des freien fermionischen Projektors aus mehreren Diracseen aufbaut. Wir nennen diese
Systeme vereinfachten Quark- bzw. Leptonsektor. Anschließend untersuchen wir in verschiedenen
Kombinationen direkte Summen der vereinfachten Quark- und Leptonsektoren. Schließlich
kommen wir zu dem System von drei Quarksektoren und einem Leptonsektor. Dieses
System ist genau aus den Fermionen des Standardmodells aufgebaut; wir hoffen, die
Eichgruppe U(1) ⊗ SU(2) ⊗ SU(3) wiederzufinden.
4.4.1 Vereinfachter Quarksektor
Als freien fermionischen Projektor wa¨hlen wir bei Spindimension 8 die direkte Summe von
(4.30)
P (x, y) =
[
1
2
(pm1 − km1)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pm2 − km2)(x, y)
]
. (4.75)
(Der erste Summand wirkt wieder auf die ersten vier, der zweite Summand auf die letzten
vier Spinorkomponenten.)
Die Parameter m1,m2 sind die (nackten) Massen der beiden Fermionsorten. Mit der
Notation (3.8) haben wir analog zu (4.43), (4.44)
P (x, y) = (iξ/f1(z) + g1(z) | 1) ⊕ (iξ/f2(z) + g2(z) | 1) (4.76)
P (x, y) P (y, x) = (iξ/f1 + g1 | − iξ/f1 + g1) ⊕ (iξ/f2 + g2 | − iξ/f2 + g2) (4.77)
mit geeigneten Besselfunktionen f1/2, g1/2.
eine Massenbedingung
Genau wie in Abschnitt 4.3.1 folgt, daß der freie Projektor die Bedingung (4.31) erfu¨llen
muß. Außerdem wollen wir (mit Hinblick auf die schwache Wechselwirkung) fordern,
daß unter den dynamischen Eichfeldern auch chirale Eichfelder sind. Wir begru¨nden,
warum dies nur sinnvoll ist, falls die Massen aller Fermionen u¨bereinstimmen: Wir nehmen
m1 6= m2 an. Zur Berechnung der Eigenwerte von (4.77) kann man die beiden direkten
Summanden wie in Abschnitt 4.3.1 diagonalisieren. Man erha¨lt jeweils zwei Eigenwerte
λ1/2 mit (zweifacher) chiraler Entartung. Da die Massenparameter m1,m2 in λ1/2 eingehen,
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stimmen die Eigenwerte in den beiden Blo¨cken nicht u¨berein. Folglich besitzt (4.77) vier
Eigenwerte mit jeweils zweifacher chiraler Entartung. Durch axiale Eichfelder wird die
chirale Entartung aufgehoben, so daß (4.77) dann i.a. acht verschiedene Eigenwerte besitzt.
Wenn die axialen Eichfelder dynamische Eichfelder sind, muß (4.31) also auch im Fall ohne
Entartung erfu¨llt sein. Dazu muß h ≥ 9 sein, was Bedingung (4.66) widerspricht.
Im allgemeineren Fall mehrerer Teilchenfamilien erha¨lt man ganz analog, daß alle
Massenparameter im oberen und unteren (4 × 4)-Block u¨bereinstimmen mu¨ssen7. Damit
haben wir eine erste physikalische Aussage abgeleitet: die nackten Massen der Quarks
mu¨ssen bei unserer Beschreibung unabha¨ngig vom Isospin sein (also mu = md, mc =
ms, mt = mb). Leider la¨ßt sich diese Bedingung fu¨r die schweren Quarks nur schlecht
experimentell u¨berpru¨fen, weil die effektiven Massen nicht genau aus den nackten berechnet
werden ko¨nnen. Fu¨r die leichten Quarks u, d stimmt die Aussage aber sehr gut, wenn man
die nackten und effektiven Massen einfach gleichsetzt. Wir bemerken, daß die abgeleitete
Massenbedingung nicht neu ist, sondern auch in einigen GUT-Theorien verwendet wird. Im
Standardmodell ko¨nnen die Massen der Quarks jedoch unabha¨ngig voneinander gewa¨hlt
werden.
Bestimmung der dynamischen Eichgrupen
Fu¨r m1 = m2 = m stimmt (4.75) im den beiden (4 × 4)-Blo¨cken u¨berein. Wir spalten
den Spinorraum in der Form IC8 = IC4 ⊗ IC2iso auf; dabei beschreibt der erste Faktor die
Diracspinoren in jedem (4× 4)-Block und der zweite Faktor den Index, welcher die beiden
(4 × 4)-Blo¨cke unterscheidet. Wir nennen den zweiten Faktor auch den Isospinraum. Mit
dieser Notation haben wir
P (x, y) =
1
2
(pm − km)(x, y) ⊗ 1 iso .
Fu¨r die Bestimmung der chiralen Eichgruppen gehen wir genau wie fu¨r die massiven
Fermionen ab Seite 129 vor: wir fu¨hren durch eine geeignete Sto¨rung des Diracoperators
chirale Eichfelder ein, berechnen die Eigenwerte der Matrix P (x, y)P (y, x) und nutzen aus,
daß diese Eigenwerte fu¨r Sto¨rungen durch dynamische Eichfelder Nullstellen des Polynoms
(4.45) sein mu¨ssen. Zur Einfachheit beru¨cksichtigen wir nur die fu¨hrende Singularita¨t
∼ m0, wir nehmen also
P (x, y) = c0 (iξ/z
−2 | 1) ⊗ 1 iso (4.78)
an. In der Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/ + χL A/R + χR A/L (4.79)
des Diracoperators sind die chiralen Potentiale A/L/R(x) nun hermitesche (2× 2)-Matrizen
sind, genauer
A/L/R = B/L/R 1 iso +
3∑
a=1
B/aL/R σ
a
iso (4.80)
mit reellen Vektorfeldern BL/R, B
a
L/R. Die Potentiale haben also die Form wie bei einer
lokalen U(2)L ⊗ U(2)R-Eichsymmetrie. BL/R und BaL/R sind U(1)- bzw. SU(2)-Potentiale.
7In den folgenden Abschnitten 4.4.3, 4.4.4, 4.4.5 werden wir außerdem sehen, daß die Bedingung
h < 9 auch bei Spindimension > 8 gelten muß. Ansonsten erha¨lt man na¨mlich zu viele dynamische
Eichfreiheitsgrade.
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Wir verwenden fu¨r den Index a auch die Vektorschreibweise~, also z.B.
~B/L/R ~σiso ≡
3∑
a=1
B/aL/R σ
a
iso . (4.81)
Bei der Transformation von (4.78) durch Eich-/Pseudoeichterme tritt in Verallgemeinerung
von (4.59) ein zeitgeordnetes Exponential auf
χL/R P (x, y) −→ χL/R Texp
(
−i
∫ y
x
AjL/R (y − x)j
)
P (x, y) . (4.82)
Mit der Notation
L/R
∫ y
x
:= Texp
(
−i
∫ y
x
AjL/R (y − x)j
)
(4.83)
folgt fu¨r P (x, y) gema¨ß der rechten Seite von (4.82)
χL/R P (x, y) P (y, x) = χL/R c
2
0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) ⊗
(
L/R
∫ y
x
R/L
∫ x
y
)
iso
. (4.84)
Die Matrix P (x, y)P (y, x) ist auf den links- und rechtsha¨ndigen Unterra¨umen des Spinorraumes
invariant
P (x, y) P (y, x) = [χL P (x, y) P (y, x) χL] ⊕ [χR P (x, y) P (y, x) χR] .
Folglich genu¨gt es, die Eigenwerte von (4.84) auf IC8L/R := χL/R IC
8 = IC4L/R ⊗ IC2iso zu
bestimmen. Wegen der Produktstruktur von (4.84) mu¨ssen wir dazu die beiden direkten
Faktoren diagonalisieren. Der erste Faktor besitzt die Eigenwerte (4.62). Der zweite Faktor
hat als U(2)-Matrix die Form
L
∫ y
x
R
∫ x
y
= exp(iϕ) exp(i~v~σ) , R
∫ y
x
L
∫ x
y
= exp(−iϕ) exp(−i~v~σ) (4.85)
mit geeignetem ϕ ∈ [0, 2π[, ~v ∈ IR3, 0 ≤ |~v| < 2π. Die Parameter ϕ, ~v ha¨ngen nur von den
U(1)- bzw. SU(2)-Potentialen in (4.80) ab, also sehr ausfu¨hrlich
exp(iϕ) = exp
(∫ y
x
(BjL −BjR) (y − x)j
)
(4.86)
exp(i~v~σ) = Texp
(∫ y
x
~BjL (y − x)j ~σiso
)
Texp
(∫ x
y
~BjR (x− y)j ~σiso
)
. (4.87)
Die Matrizen (4.85) haben die Eigenwerte
exp(iϕ) (cos ϑ± i sin ϑ) bzw. exp(−iϕ) (cos ϑ∓ i sinϑ) ,
wobei ϑ = |~v| gesetzt wurde. Mit der Notation
ǫa =
{
1 fu¨r a = 1
−1 fu¨r a = 2 oder ǫc =
{
1 fu¨r c = L
−1 fu¨r c = R
erhalten wir fu¨r P (x, y) P (y, x) folglich die acht Eigenwerte
λcak = c
2
0 exp (iǫcϕ+ iǫcǫkϑ) ×
{
(z−2 | z−1) fu¨r a = 1
(z−1 | z−2) fu¨r a = 2 (4.88)
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mit a, k = 1/2, c = L/R.
Wir untersuchen die Entartung dieser Eigenwerte in Abha¨ngigkeit von ϑ, ϕ: Gema¨ß
unserer formalen Behandlung der λcak sind die Eigenwerte fu¨r unterschiedliches a in jedem
Fall als voneinander verschieden anzusehen, also λc1k 6= λd2l. Fu¨r ϑ = ϕ = 0 ha¨ngt
(4.88) nicht von c, k ab, also besitzt P (x, y)P (y, x) zwei Eigenwerte mit jeweils vierfacher
Entartung. Fu¨r ϑ = 0, ϕ 6= 0 und ϕ = 0, ϑ 6= 0 haben wir λLa1 = λLa2 6= λRa1 = λRa2 bzw.
λLa1 = λRa2 6= λLa2 = λRa1, so daß es vier Eigenwerte mit jeweils zweifacher Entartung
gibt. Fu¨r ϑ 6= 0, ϕ 6= 0 ist die Entartung schließlich ganz aufgehoben.
Man beachte, daß ϕ,~v, ϑ gema¨ß (4.86), (4.87) von x, y abha¨ngen. Da wir die Singularita¨ten
auf dem Lichtkegel und am Ursprung untersuchen, kommt es uns nur auf x, y auf dem
Lichtkegel (also fu¨r (y−x)2 = 0) an. Damit gehen in die folgenden U¨berlegungen genaugenommen
auch ϕ,~v, ϑ nur fu¨r x, y auf dem Lichtkegel ein. Diese Einschra¨nkung spielt fu¨r unsere
Diskussion aber letztlich keine Rolle, zur besseren U¨bersicht lassen wir sie ganz weg.
Nach diesen Vorbereitungen ko¨nnen wir die dynamischen Eichfreiheitsgrade fu¨r beliebigen
Homogenita¨tsgrad bestimmen:
Im freien Fall hat P (x, y) P (y, x) zwei verschiedene Eigenwerte. Folglich muß (4.45)
wenigstens ein quadratisches Polynom sein, also h ≥ 3. Im Fall h = 3, 4 besitzt (4.45)
ho¨chstens 2 bzw. 3 Nullstellen. Also muß ϕ = ϑ = 0 gelten (denn ansonsten ha¨tte
P (x, y) P (y, x) wenigstens vier Eigenwerte). Diese Bedingung ist nur dann fu¨r alle x, y
erfu¨llt, wenn AL 6= AR gilt. Die dynamischen Eichfelder koppeln also an die links- und
rechtsha¨ndige Komponente der Fermionen gleichermaßen an; sie beschreiben eine lokale
U(2)-Symmetrie.
Fu¨r den Homogenita¨tsgrad 5 ≤ h < 9 darf P (x, y) P (y, x) vier, nicht aber acht
Eigenwerte besitzen. Folglich muß wenigstens einer der Parameter ϑ,ϕ verschwinden. Da
die Eichpotentiale makroskopische Gro¨ßen sind, ko¨nnen wir annehmen, daß ϑ,ϕ glatte
Funktionen in x, y sind. Wenn also fu¨r gegebenes (x0, y0) ∈M×M einer der Parameter ϑ,ϕ
nicht verschwindet, so ist dies auch noch fu¨r (x, y) aus einer kleinen Umgebung von (x0, y0)
der Fall. Der andere Parameter muß dann in dieser Umgebung entsprechend verschwinden.
Wir diskutieren diese Situation lokal, also fu¨r benachbartes x, y: Wir nehmen zuna¨chst an,
daß ϑ 6= 0, ϕ = 0 fu¨r ein festes x und beliebiges y ∈ Ux gilt, dabei ist Ux eine kleine
(konvexe) Umgebung von x. Nach (4.86), (4.87) muß dann in dieser Umgebung BL = BR
und ~BL 6= ~BR gelten. Es du¨rfen also nur chirale SU(2)-Potentiale auftreten, wa¨hrend das
U(1)-Potential an die links- und rechtsha¨ndige Komponente der Fermionen auf die gleiche
Weise ankoppelt. Falls fu¨r x sowie y ∈ Ux umgekehrt ϕ 6= 0, ϑ = 0 gilt, so muß nach
(4.86), (4.87) ~BL = ~B
a
R und BL 6= BR gelten. Nun treten also nur chirale U(1)-Potentiale
auf.
Im Fall h ≥ 9 darf P (x, y)P (y, x) acht Eigenwerte besitzen. Damit ko¨nnen ϑ,ϕ beliebig
sein, und wir erhalten keine Bedingungen an die chiralen Potentiale.
Unsere Ergebnisse sind in Tabelle 4.1 zusammengestellt.
Wir bemerken, daß unsere Diskussion in zweierlei Hinsicht nicht ganz vollsta¨ndig ist:
Zuna¨chst einmal mu¨ßten wir auch die Eich-/Pseudoeichterme ho¨herer Ordnung in m
beru¨cksichtigen. Außerdem haben wir die Koeffizienten f
(q)
xy des Polynoms (4.45) einfach als
frei wa¨hlbare Konstanten angesehen. Es ist im Moment nicht klar, ob sich die abgeleiteten
Bedingungen an die f
(q)
xy tatsa¨chlich durch geeignete Wahl der Parameter c{p} realisieren
lassen. Damit unsere Darstellung nicht zu technische wird, werden wir darauf an dieser
Stelle nicht genauer eingehen (siehe Abschnitt 4.6). Wir nehmen vorweg, daß das Ergebnis
von Tabelle 4.1 auch im allgemeinen Fall gu¨ltig ist.
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Tabelle 4.1: Dynamische Eichgruppen im vereinfachten Quarksektor
Homogenita¨tsgrad dynamische Eichgruppe Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(2) B/ + ~B ~σiso
h = 5, . . . , 8 U(1)⊗ SU(2)L ⊗ SU(2)R B/+ (χR ~B/L − χL ~B/R) ~σiso
oder
U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ SU(2) χR B/L + χL B/R + ~B/ ~σiso
h ≥ 9 U(2)L ⊗ U(2)R χR(B/L + ~B/L ~σiso) + χL(B/R + ~B/R ~σiso)
globale Bedingungen
Wir wollen pra¨zisieren, wie das Wort ‘oder’ in Tabelle 4.1 zu verstehen ist: Fu¨r 5 ≤ h ≤ 8
mu¨ssen die Linienintegrale (4.86), (4.87) fu¨r jedes x, y eine der beiden Bedingungen ϕ = 0
oder ~v = 0 erfu¨llen. Mit einer lokalen U¨berlegung haben wir gesehen, daß es Gebiete in
der Raumzeit gibt, wo
BL = BR oder ~BL = ~BR (4.89)
gilt. Wir begru¨nden, warum sogar in der ganzen Raumzeit die gleiche Bedingung erfu¨llt
sein muß: Wir nehmen an, daß die Potentiale in zwei Gebieten A,B die Form BL = BR,
~BL 6= ~BR bzw. BL 6= BR, ~BL = ~BR haben. Wenn wir nun x im Gebiet A und y in B
wa¨hlen, tragen in den Linienintegralen (4.86), (4.87) i.a. sowohl BL−BR als auch BaL−BaR
bei. Damit folgt ϕ 6= 0 und ~v 6= 0, so daß (4.89) verletzt ist.
Damit gibt es genau zwei Mo¨glichkeiten: die lokale dynamische Eichgruppe ist in
der ganzen Raumzeit entweder U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ SU(2) oder U(1) ⊗ SU(2)L ⊗ SU(2)R.
Durch ihren globalen Charakter scheint die Uneindeutigkeit der dynamischen Eichgruppe
weniger problematisch zu sein. Es bleibt allerdings unbefriedigend, daß die Dynamik mit
der intrinsischen Methode nicht eindeutig festgelegt ist. Es wa¨re also wu¨nschenswert,
die dynamische Eichgruppe mit zusa¨tzlichen mathematischen Bedingungen vollsta¨ndig
zu fixieren.
In unser Argument ging entscheidend ein, daß in (4.86), (4.87) ausgedehnte Linienintegrale
vorkommen, so daß die Potentiale auch an entfernten Raumzeit-Punkten miteinander in
Beziehung gesetzt werden ko¨nnen. Da beim Studium des Kontinuumslimes oft Linienintegrale
auftreten, fu¨hren wir folgenden nu¨tzlichen Begriff ein: Wir nennen allgemein Bedingungen,
die aus Relationen zwischen ausgedehnten Linienintegralen folgen, globale Bedingungen.
Das Auftreten globaler Bedingungen ha¨ngt letztlich damit zusammen, daß die Wirkung
(4.8) nichtlokal ist (also, daß darin P (x, y) fu¨r x 6= y eingeht).
4.4.2 Vereinfachter Leptonsektor
Wir wa¨hlen bei Spindimension 8 als freien Projektor die direkte Summe von (4.67) und
(4.30)
P (x, y) =
[
χL
1
2
(p0 − k0)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pm − km)(x, y)
]
. (4.90)
Dieser Projektor ist uns schon mit (4.70) begegnet, wir haben daran die Bedeutung der
Nilpotenz des chiralen Blocks erkla¨rt. In diesem Abschnitt wollen wir (4.70) allgemeiner
untersuchen. Insbesondere mu¨ssen wir den Fall studieren, daß die chiralen Eichpotentiale
im Isospin nicht diagonal sind.
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Pinning der rechtsha¨ndigen Komponente
Zur besseren physikalischen Anschauung nennen wir den ersten und zweiten direkten
Summanden in (4.90) Neutrino- bzw. Elektronblock. Mit der Sto¨rung (4.79) des Diracoperators
fu¨hren wir wieder chirale Eichpotentiale ein.
Wir betrachten zuna¨chst die Sto¨rungsrechnung fu¨r P (x, y). Mit der Notation von
Kapitel 2 besitzt (4.90) eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie; die Asymmetriematrizen
X,Y haben (in Blockmatrixdarstellung) die Form
X =
(
χL 0
0 1
)
, Y =
(
0 0
0 1
)
. (4.91)
Mit chiraler Asymmetrie treten bei der Sto¨rungsrechnung i.a. nichtlokale Linienintegrale
auf. Wir haben in Kapitel 2 die Forderung aufgestellt, daß alle nichtlokalen Linienintegrale
verschwinden mu¨ssen. Fu¨r die Sto¨rung (4.79) des Diracoperators bedeutet diese Bedingung,
daß (4.79) in der Form
i∂/ −→ χR UL(i∂/+H/L)U−1L + χL UR(i∂/+H/R)U−1R (4.92)
mit geeigneten unita¨ren U(2)-Matrixfelder UL/R und U(2)-Potentialen HL/R darstellbar ist,
welche mit der chiralen Asymmetriematrix kommutieren
[XL/R, HL/R] = 0 . (4.93)
Fu¨r die linksha¨ndige Komponente ist (4.93) wegen XL = 1 trivialerweise erfu¨llt, folglich
kann das Potential AL in (4.79) beliebig sein. Fu¨r die rechtsha¨ndige Komponente liefert
(4.93) dagegen mit (4.91) die Bedingung
[σ3iso, HR] = 0 , also HR = H
0
R 1 iso + H
3
R σ
3
iso .
Damit keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten, muß die Sto¨rung des Diracoperators
also die Form
i∂/ −→ χR (i∂/ +A/L) + χL U(i∂/+H/ )U−1 (4.94)
haben, dabei ist A/L ein U(2)-Potential, U ein unita¨res U(2)-Matrixfeld und H ein im
Isospin diagonales Potential.
Es ist gu¨nstig, fu¨r den gesto¨rten Diracoperator eine andere Eichung zu wa¨hlen: Nach
der verallgemeinerten Phasentransformation
Ψ(x) → U−1(x) Ψ(x) (4.95)
der Wellenfunktionen verschwinden U,U−1 im zweiten Summanden von (4.94) und nach
der Ersetzung
U−1A/LU + iU
−1(∂/U) → A/L
auch im ersten Summanden. Folglich genu¨gt es, anstelle von (4.94) die Sto¨rung des Dirac-
operators
i∂/ −→ i∂/ + χR A/L + χL H/ (4.96)
zu betrachten.
Wir ko¨nnen das Potential H weiter vereinfachen: H koppelt an die rechtsha¨ndige
Komponente der Fermionen an. DaH diagonal ist, findet in der rechtsha¨ndigen Komponente
keine Mischung des Elektron- und Neutrinoblocks statt. Wir ko¨nnen also sagen, daß die
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obere und untere Isospinkomponente F1/2 H von H ausschließlich an die rechtsha¨ndigen
Neutrinos bzw. an die rechtsha¨ndigen Elektronen ankoppelt (wir verwenden die Notation
F1/2 =
1
2(1 ± σ3)iso). Da die Neutrinos rein linksha¨ndig sind, spielt das Potential F1H gar
keine Rolle8, und wir ko¨nnen H in der Form
H(x) = h(x) F2
wa¨hlen.
Nach diesen U¨berlegungen hat die Sto¨rung des Diracoperators die Form
i∂/ −→ i∂/ + χR A/L + χL A/R (4.97)
mit chiralen Potentialen
A/L = B/L +
~B/L ~σiso , A/R = B/R F2 . (4.98)
Diese Potentiale haben die Form wie bei einer lokalen U(1)L⊗U(1)R⊗SU(2)L-Symmetrie.
Physikalisch ausgedru¨ckt bedeutet die Bedingung fu¨rA/R in (4.98), daß es keine Eichwechselwirkung
zwischen den rechtsha¨ndigen Fermionen im Elektronblock und dem Neutrinoblock geben
darf. Wir nennen diesen Effekt Pinning der rechtsha¨ndigen Komponente. Das Pinning
ist in U¨bereinstimmung mit dem Standardmodell (denn die SU(2) der elektroschwachen
Wechselwirkung koppelt nur an die linksha¨ndige Komponente der Fermionen an). Wir
haben das Pinning aus der mathematischen Forderung abgeleitet, daß keine nichtlokalen
Linienintegrale auftreten du¨rfen. Mit der Sprechweise von Seite 139 handelt es sich bei
dieser Forderung um eine globale Bedingung.
Transformation der Nilpotenz
Nach diesen Vorbereitungen ko¨nnen wir mit der Untersuchung der Eich-/Pseudoeichterme
beginnen. Zur Einfachheit beru¨cksichtigen wir wieder nur die fu¨hrende Singularita¨t ∼ m0
auf dem Lichtkegel; wir nehmen also fu¨r den freien Projektor mit der Notation (3.8)
P (x, y) =
[
χL c0 (iξ/z
−2 | 1)
]
⊕
[
c0 (iξ/z
−2 | 1)
]
= Xiso ⊗ c0 (iξ/z−2 | 1)
an. Die Eich-/Pseudoeichterme beschreiben dann fu¨r die Sto¨rung (4.97), (4.98) des Dirac-
operators die Transformation
χL/R P (x, y) −→ c0 χL/R XL/R L/R
∫
(iξ/z−2 | 1) , (4.99)
wobei wir fu¨r die zeitgeordneten Integrale wieder die Schreibweise (4.83) verwenden. Als
Folge von (4.98) ist R
∫
im Isospin diagonal und kommutiert mit XR, also[
R
∫
, F2
]
= 0 oder allgemeiner
[
L/R
∫
, XL/R
]
= 0 . (4.100)
Diese Gleichung ist u¨brigens auch eine notwendige Bedingung, damit P gema¨ß (4.99) ein
hermitescher Operator ist.
8Wir bemerken, daß F1H bei der Sto¨rungsrechnung fu¨r P (x, y) ganz allgemein wegfa¨llt. In Anhang F
sieht man dies explizit fu¨r die Eich-/Pseudoeichterme und Massenterme.
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Falls die chiralen Potentiale im Isospin diagonal sind, ko¨nnen wir die Ergebnisse
von Abschnitt 4.3 anwenden: im Elektronblock muß die Verscha¨rfung (4.31) der Euler-
Lagrange-Gleichungen gelten, im Neutrinoblock sind die Euler-Lagrange-Gleichungen als
Folge der Nilpotenz (4.74) trivialerweise erfu¨llt. Im allgemeinen Fall findet nach (4.99)
eine Mischung des Elektron- und Neutrinoblocks statt. Wir mu¨ssen untersuchen, wie sich
das in den Euler-Lagrange-Gleichungen auswirkt.
Im ersten Schritt untersuchen wir [P,Q](x, y) in Blockmatrixdarstellung: Bei diagonalen
Potentialen gilt
[P, Q](x, y) =
(
0 0
0 ∗
)
, (4.101)
wobei ‘∗’ eine beliebige (4×4)-Untermatrix bezeichnet. Damit mu¨ssen die Euler-Lagrange-
Gleichungen nur auf einem vierdimensionalen Unterraum des Spinorraums betrachtet
werden. Auch im allgemeinen Fall, also P (x, y) gema¨ß der rechten Seite von (4.99), ist
P (x, y) singula¨r, genauer
F1 χR P (x, y) = χR P (x, y) F1 = 0 . (4.102)
Außerdem ist P (x, y) ungerade
{ρ, P (x, y)} = 0 .
Da der q-te Summand in (4.23) aus (2q − 1) Faktoren der Matrizen P (x, y), P (y, x)
aufgebaut ist, ist Q(x, y) ebenfalls ungerade. Die Relationen (4.102) sind auch erfu¨llt,
wenn wir P durch Q ersetzen, denn gema¨ß (4.23) gilt mit der Notation (4.27)
F1 χR Q
[h](x, y) =
h∑
q=1
f (q,h)xy (F1 χR P (x, y)) (P (y, x) P (x, y))
q−1 (4.102)= 0
χR Q
[h](x, y) F1 =
h∑
q=1
f (q,h)xy (P (x, y) P (y, x))
q−1 (χR P (x, y) F1)
(4.102)
= 0 .
Wir wenden diese Gleichungen auf den Kommutator [P,Q](x, y) an und erhalten
F1 χR [P,Q](x, y)
=
∫
d4z ((F1 χR P (x, z)) Q(z, y) − (F1 χR Q(x, z)) P (z, y)) = 0 (4.103)
χL [P,Q](x, y) F1
=
∫
d4z (P (x, z) (χR Q(z, y) F1) − Q(x, z) (χR P (z, y) F1)) = 0 . (4.104)
Da die Matrix [P,Q](x, y) als gerade Matrix außerdem auf IC8L/R invariant ist, hat sie die
Form
[P, Q](x, y) = χL
(
0 ∗
0 ∗
)
χL ⊕ χR
(
0 0
∗ ∗
)
χR . (4.105)
Folglich brauchen die Euler-Lagrange-Gleichungen wieder nur auf einem vierdimensionalen
Unterraum des Spinorraums untersucht zu werden, nur hat dieser Unterraum gegenu¨ber
(4.101) eine allgemeinere Form.
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die Nilpotenz bei spektraler Zerlegung von Q
Um genauer zu analysieren, welche Freiheitsgrade von Q in den Euler-Lagrange-Gleichun-
gen gema¨ß (4.105) verschwinden, wollen wir die spektrale Zerlegung von Q, (4.26), in die
Euler-Lagrange-Gleichungen einsetzen.
Als Vorbereitung mu¨ssen wir die Eigenwerte der Matrix P (x, y) P (y, x) bestimmen:
Bei der Zerlegung IC8 = (IC4L⊗ IC2iso)⊕ ( IC4R⊗ IC2iso) des Spinorraumes zerfa¨llt P (x, y)P (y, x)
in der Form
P (x, y) P (y, x) =
[
χL c
2
0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) ⊗
(
L
∫ y
x
R
∫ x
y
F2
)]
⊕
[
χR c
2
0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) ⊗
(
F2 R
∫ y
x
L
∫ x
y
)]
. (4.106)
Die Faktoren χL/R c
2
0 (ξ/z
−2 |ξ/z−2) besitzen jeweils die beiden Eigenwerte λ1/2, (4.62). Damit
bleiben die Isospinmatrizen zu untersuchen. Mit der Notation
L
∫ y
x
= eiϕL exp(i~v~σ) = eiϕL (cos ϑ+ i~n~σ sinϑ)
F2 R
∫ y
x
= R
∫ y
x
F2 = e
iϕR F2
und ϑ = |~v|, ~n = ~v/ϑ (falls ϑ = 0 ist, setzen wir ~n = (0, 0, 1)) haben wir
L
∫ y
x
R
∫ x
y
F2 = e
i(ϕL−ϕR) exp(i~v~σ) F2
= ei(ϕL−ϕR)
(
0 (in1 + n2) sinϑ
0 cosϑ− in3 sinϑ
)
F2 R
∫ y
x
L
∫ x
y
= F2 e
i(ϕR−ϕL) exp(−i~v~σ)
= ei(ϕR−ϕL)
(
0 0
(−in1 + n2) sinϑ cos ϑ+ in3 sinϑ
)
.
Diese beiden Matrizen haben mit der Abku¨rzung ϕ = ϕL − ϕR die Eigenwerte
0, eiϕ(cos ϑ− in3 sinϑ) bzw. 0, e−iϕL(cos ϑ+ in3 sinϑ) .
Fu¨r die Eigenwerte λcak (a, k = 1/2, c = L/R) von (4.106) folgt mit einer Notation analog
zu (4.88)
λca1 = 0 =: λ1 (4.107)
λca2 = c
2
0 exp(iǫcϕ) (cos ϑ− iǫcn3 sinϑ) ×
{
(z−2 | z−1) fu¨r a = 1
(z−1 | z−2) fu¨r a = 2 . (4.108)
Die zugeho¨rigen Spektralprojektoren bezeichnen wir mit E1, Ecak.
Nun ko¨nnen wir die Spektralzerlegung (4.26) in den Euler-Lagrange-Gleichungen untersuchen.
Mit der Schreibweise (4.29) gilt
0 = [P,Q[h]](x, y) =
∫
d4z (P (x, z)Q[h](z, y) − Q[h](x, z) P (z, y))
=
∑
c,a,k
∫
d4z (Pzy(λcak(z, y)) P (x, z) Ecak(z, y) P (z, y)
−Pxz(λcak(x, z)) Ecak(x, z) P (x, z) P (z, y)) . (4.109)
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Gema¨ß (4.105) erwarten wir, daß in (4.109) einige Beitra¨ge verschwinden. In Verallgemeinerung
der Situation bei diagonalen Eichpotentialen ko¨nnte man vermuten, daß alle Summanden
fu¨r k = 1 als Folge der Nilpotenz wegfallen. Nach Einsetzen von (4.107) und Ausfu¨hrung
der Summen u¨ber a, c bedeutet diese Vermutung, daß der Ausdruck∫
d4z (Pzy(0) P (x, z) E1(z, y) P (z, y) − Pxz(0) E1(x, z) P (x, z) P (z, y)) (4.110)
unabha¨ngig von Pzy(0), Pxz(0) verschwindet. Das folgende Lemma zeigt, daß das tatsa¨chlich
der Fall ist:
Lemma 4.4.1 Fu¨r alle Raumzeit-Punkte x, y, z gilt
P (x, z) E1(z, y) P (z, y) = E1(x, z) P (x, z) P (z, y) = 0 .
Beweis: Da P (x, y) P (y, x) in der Form (4.106) zerfa¨llt, ist auch E1 auf IC
8
L/R invariant.
Aus den Relationen
E1(x, y) P (x, y) P (y, x) = P (x, y) P (y, x) E1(x, y) = 0 (4.111)
folgt mit (4.106) außerdem
χL E1(x, y)
(
L
∫ y
x
R
∫ x
y
F2
)
= χR E1(x, y)
(
F1 R
∫ y
x
L
∫ x
y
)
= 0 (4.112)
χL
(
L
∫ y
x
R
∫ x
y
F2
)
E1(x, y) = χR
(
F1 R
∫ y
x
L
∫ x
y
)
E1(x, y) = 0 . (4.113)
Mit der Schreibweise
p(x, y) = c0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2)
erhalten wir schließlich
P (x, z) E1(z, y) P (z, y) = P (x, z) (χL + χR)E1(z, y) P (z, y)
= p(x, z)
[
χL F2 R
∫ z
x
E1(z, y) L
∫ y
z
+ χR L
∫ z
x
E1(z, y) R
∫ y
z
F2
]
p(z, y)
(4.100)
= p(x, z)
[
L
∫ z
x
R
∫ y
z
L
∫ z
y
χL
(
L
∫ y
z
R
∫ z
y
F2
)
E1(z, y) L
∫ y
z
+ L
∫ z
x
χR E1(z, y)
(
F2 R
∫ y
z
L
∫ z
y
)
L
∫ y
z
]
p(z, y)
(4.113)
= 0
E1(x, z) P (x, z) P (z, y) = E1(x, z) (χL + χR) P (x, z) P (z, y)
= E1(x, z)
[
χL L
∫ z
x
R
∫ y
z
F2 + χR F2 R
∫ z
x
L
∫ y
z
]
p(x, z) p(z, y)
(4.100)
= E1(x, z)
[
χL
(
L
∫ z
x
R
∫ x
y
F2
)
R
∫ z
x
R
∫ y
z
+ χR
(
F2 R
∫ z
x
L
∫ x
z
)
L
∫ z
x
L
∫ y
z
]
p(x, z) p(z, y)
(4.112)
= 0 .
✷
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen (4.8) reduzieren sich also auf die Bedingung
0 =
∑
c,a
∫
d4z (Pzy(λca2(z, y)) P (x, z) Eca2(z, y) P (z, y)
−Pxz(λca2(x, z)) Eca2(x, z) P (x, z) P (z, y)) . (4.114)
Wie man im Spezialfall diagonaler Eichpotentiale sieht, la¨ßt sich (4.114) unter Ausnutzung
der Nilpotenz nicht weiter vereinfachen. Von nun an ko¨nnen wir genau wie fu¨r massive
Fermionen ab Seite 121 argumentieren und kommen zu dem Ergebnis, daß (4.114) sogar
die sta¨rkere Bedingung ∑
c,a
Pxy(λca2(x, y) Eca2(x, y) P (x, y) ≃ 0 (4.115)
impliziert. Im Spezialfall diagonaler Eichpotentiale vereinigt (4.115) die beiden Gleichungen
(4.31), (4.74). Mit Hilfe von (4.115) lassen sich unsere U¨berlegungen zur Nilpotenz (siehe
Seite 133) direkt auf den Fall außerdiagonaler Eichpotentiale u¨bertragen. Insbesondere
ko¨nnen wir die Nilpotenz weiterhin fu¨r eine Verkleinerung des Homogenita¨tsgrades ausnutzen.
ein weiteres Argument fu¨r das Pinning
Wir haben das Pinning der rechtsha¨ndigen Komponente aus der Bedingung abgeleitet, daß
alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden mu¨ssen. Um sehr streng zu sein, ko¨nnte man
diese Bedingung lediglich als eine technische Forderung ansehen, damit die Sto¨rungsrechnung
fu¨r P (x, y) nicht zu kompliziert wird. Diese Sichtweise ist zwar zu einfach (besonders, weil
die Sto¨rungsreihe mit nichtlokalen Linienintegralen gar nicht zu konvergieren scheint);
trotzdem war unsere Begru¨ndung von (4.98) nicht vo¨llig befriedigend. Es ist na¨mlich nicht
klar, wie sich die nichtlokalen Linienintegrale genau in den Euler-Lagrange-Gleichungen
auswirken.
Aus diesem Grund wollen wir ein weiteres Argument fu¨r das Pinning anfu¨hren, das
auf nichtlokale Linienintegrale keinen Bezug nimmt:
Entscheidend fu¨r die Vereinfachung der Euler-Lagrange-Gleichungen durch die Nilpotenz
gema¨ß (4.105), (4.114) waren die Relationen (4.103), (4.104). Wir wollen untersuchen, wie
sich diese Gleichungen ohne Pinning verhalten. Zur Einfachheit diskutieren wir nur einen
der auftretenden Summanden
0 = F1 χR (PQ)(x, y) =
∫
d4z F1 χR P (x, z) Q(z, y) , (4.116)
fu¨r die anderen Summanden kann man ganz analog argumentieren.
Zuna¨chst betrachten wir die Sto¨rung (4.94) des Diracoperators. Da sich dieser Fall
durch die Eichtransformation (4.95) auf (4.96) zuru¨ckfu¨hren la¨ßt, u¨bertra¨gt sich (4.116)
unmittelbar, na¨mlich
0 =
∫
d4z F1 χR U
−1(x) P (x, z)Q(z, y) (4.117)
und folglich
F1 U
−1(x) χR (PQ)(x, y) = 0 . (4.118)
Wir kommen zum Fall ohne Pinning, also der allgemeinen Sto¨rung (4.79) des Diracoperators.
Da nun bei der Sto¨rungsrechnung nichtlokale Linienintegrale auftreten, ko¨nnen wir u¨ber
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P (x, y) keine genauen Aussagen machen. In jedem Fall gehen in P (x, y) aber die chiralen
Potentiale la¨ngs der Verbindungsstrecke xy (oder sogar la¨ngs der Geraden xy) ein, also
symbolisch
χR P (x, y) −→ χR Nxy P (x, y)N−1yx
(siehe auch Gleichung (??) in Anhang E). Damit u¨bertra¨gt sich Gleichung (4.116) in der
Form ∫
d4z F1 χR N−1xz P (x, z)Q(z, y) = 0 (4.119)
Im Unterschied zu (4.117) tritt nun anstelle von U−1(x) der Faktor N−1xz auf. Da dieser
Faktor von z abha¨ngt, ko¨nnen wir ihn nicht vor das Integral ziehen. Damit ist es nicht
mo¨glich, eine Operatorgleichung der Form (4.118) abzuleiten.
Ohne Pinning bricht also die Nilpotenz zusammen.
Bestimmung der dynamischen Eichgruppen
Die dynamischen Eichgruppen lassen sich mit Hilfe der Eigenwerte (4.107), (4.108) und
(4.115) ganz a¨hnlich wie fu¨r den Quarksektor berechnen.
Als Folge der Nilpotenz brauchen wir gema¨ß (4.115) nur die Eigenwerte (4.108) zu
beru¨cksichtigen; diese mu¨ssen Nullstellen des Polynoms Pxy(λ), (4.29), sein. Damit die
Euler-Lagrange-Gleichungen im freien Fall erfu¨llt sind, muß h ≥ 3 gelten.
Fu¨r h = 3, 4 muß die chirale Entartung λLa2 = λRa2 erhalten sein. Dafu¨r gibt es zwei
Mo¨glichkeiten:
1. n3 = 1 und ϕ = ϑ.
2. n3 6= 1 und ϕ = 0, n3 = 0.
Im ersten Fall sind alle dynamischen Eichpotentiale im Isospin diagonal. Sie beschreiben
eine lokale U(1)⊗U(1)L-Symmetrie, wobei das U(1)- und U(1)L-Eichfeld an den Elektron-
bzw. Neutrinoblock ankoppelt. Im zweiten Fall haben die Potentiale zuna¨chst die Form
AL = A+B1 σ
1
iso +B2 σ
2
iso , AR = A F2 .
Damit n3 bei beliebigen zeitgeordneten Linienintegralen u¨ber AL verschwindet, mu¨ssen
die Potentiale B1/2 in einem festen Verha¨ltnis zueinander stehen, also
B1(x) = α B(x) , B2(x) = β B(x) fu¨r alle x .
Nach einer globalen Eichtransformation ko¨nnen wir AL = A + B σ
1
iso annehmen. Wir
haben also wieder eine lokale U(1)⊗ U(1)L-Symmetrie; das U(1)L-Potential ist aber nun
im Isospin außerdigonal. Die Entscheidung zwischen den beiden Mo¨glichkeiten wird durch
globale Bedingungen (siehe Seite 139) festgelegt.
Fu¨r h > 4 ko¨nnen die vier Eigenwerte λca2 beliebig sein, so daß man die volle U(1)L⊗
U(1)R ⊗ SU(2)L als dynamische Eichgruppe erha¨lt.
Die Ergebnisse fu¨r die dynamischen Eichgruppen sind in Tabelle 4.2 zusammengestellt.
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Tabelle 4.2: Dynamische Eichgruppen im vereinfachten Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad dynamische Eichgruppe Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(1)L ⊗ U(1) χR B/ F1 +A/ F2
oder
U(1)L ⊗ U(1) χR B/ σ1iso + χR A/+ χL A/ F2
h ≥ 5 U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ SU(2)L χR A/L + χL A/R F2 + χR ~B/ ~σiso
4.4.3 Mehrere vereinfachte Quarksektoren
Wir wa¨hlen bei Spindimension 8s, s ≥ 1 als freien fermionischen Projektor die direkte
Summe von s Quarksektoren
P (x, y) =
(
1
2
(pm − km)(x, y) ⊗ 1 iso
)s
=
(
1
2
(pm − km)(x, y)
)2s
. (4.120)
Fu¨r die Beschreibung der Colour-Freiheitsgrade ist der Fall s = 3 interessant. Im Hinblick
auf die SU(3) der starken Wechselwirkung erwarten wir allgemein, daß die dynamische
Eichgruppe die Gruppe SU(s) entha¨lt. Gema¨ß der rechten Seite von (4.120) kann P nicht
eindeutig in (8 × 8)-Sektoren zerlegt werden, sondern zerfa¨llt in 2s identische massive
Fermionblo¨cke. Wir mu¨ssen eine Erkla¨rung dafu¨r finden, warum sich bei Einfu¨hrung einer
Eichwechselwirkung einzelne (8× 8)-Sektoren ausbilden.
Bestimmung der dynamischen Eichgruppen
Wir fu¨hren mit der Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/ + χR A/L + χL A/R
des Diracoperators chirale U(2s)-Potentiale A/L/R ein. Diese Sto¨rung hat die Form wie bei
einer lokalen U(2s)L ⊗ U(2s)R-Eichsymmetrie. Fu¨r die Untersuchung der Eich-/Pseudo-
eichterme beru¨cksichtigen wir wieder nur die fu¨hrende Singularita¨t ∼ m0; wir nehmen also
bei einer Zerlegung IC8s = IC4 ⊗ IC2s des Spinorraumes fu¨r den freien Projektor
P (x, y) = c0 (iξ/z
−2 | 1) ⊗ 1
an. Die Eich-/Pseudoeichterme beschreiben dann die Transformation
χL/R P (x, y) −→ χL/R c0 (iξ/z−2 | 1) ⊗ L/R
∫ y
x
. (4.121)
Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix P (x, y) P (y, x): Fu¨r P (x, y) gema¨ß der
rechten Seite von (4.121) haben wir
χL/R P (x, y) P (y, x) = χL/R c
2
0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) ⊗
(
L/R
∫ y
x
R/L
∫ x
y
)
. (4.122)
Der erste direkte Faktor hat wieder die beiden Eigenwerte λ1/2, (4.62). Wir nehmen an,
daß die unita¨re (2s × 2s)-Matrix
Uxy := L
∫ y
x
R
∫ x
y
(4.123)
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die Eigenwerte ν1, . . . , ν2s besitzt, wobei wir die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit za¨hlen.
Die Matrix
R
∫ y
x
L
∫ x
y
= U∗xy
hat dann die Eigenwerte ν1, . . . , ν2s. Da die Matrix P (x, y) P (y, x) auf IC
8a
L/R := χL/R IC
8a
invariant ist, erha¨lt man aus (4.122) fu¨r ihre Eigenwerte λcak (c = L/R, a = 1/2, k =
1, . . . , 2s)
λLak = c
2
0 νk ×
{
(z−2 | z−1) fu¨r a = 1
(z−1 | z−2) fu¨r a = 2 (4.124)
λRak = c
2
0 νk ×
{
(z−2 | z−1) fu¨r a = 1
(z−1 | z−2) fu¨r a = 2 . (4.125)
Wir ko¨nnen nun die dynamischen Eichfreiheitsgrade in Abha¨ngigkeit des Homogenita¨tsgrades
bestimmen. Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfu¨llt sind, mu¨ssen die Eigenwerte
λcak Nullstellen des Polynoms Pxy(λ), (4.29), sein. Fu¨r den freien Projektor erhalten wir
wieder die Schranke h ≥ 3.
Fu¨r h = 3, 4 mu¨ssen die Eigenwerte in c, k entartet sein, also λLak = λRal. Es folgt
Uxy = 1, so daß lediglich U(2s)-Eichpotentiale auftreten ko¨nnen.
Interessanter ist der Fall h = 5, 6. Wir untersuchen die Situation zuna¨chst fu¨r festes
x, y. Bei den komplexen Zahlen νk, νk du¨rfen nun ho¨chstens zwei Werte vorkommen, also
#
(
σ(Uxy) ∪ σ(U∗xy)
)
≤ 2
(σ(.) bezeichnet das Spektrum einer (2s × 2s)-Matrix).
Damit diese Bedingung erfu¨llt ist, muß Uxy in einer Untergruppe G von U(2s) liegen,
Uxy ∈ G ⊂ U(2s) .
Zur Einfachheit nehmen wir an, daß Uxy durch geeignete Wahl der chiralen Potentiale
AL/R jeden Wert in G annehmen kann
9.
Mit dem folgenden gruppentheoretischen Lemma ko¨nnen wir G bestimmen:
9An folgender Konstruktion sieht man, daß dies tatsa¨chlich eine einschra¨nkende Annahme ist: Sei H ⊂
U(2s)L ⊗ U(2s)R die dynamische Eichgruppe. Wir bezeichnen die Projektionen von H auf die erste bzw.
zweite Komponente mit ρL/R
ρL/R : H −→ U(2s)L/R ;
ρL/R sind Darstellungen von H auf U(2s). Wir betrachten die Abbildung
U : H −→ U(2s) : h −→ ρL(h) ρR(h
−1) . (4.126)
Die Matrix Uxy liegt im Bild von U
Uxy = U(hxy) mit hxy = L
∫ y
x
⊗ R
∫ y
x
.
Bei geeigneter Wahl der dynamischen Eichpotentiale la¨ngs xy durchla¨uft hxy alle Elemente von H . Das
Bild von U ist i.a. keine Untergruppe von U(2s), insbesondere da
U(g) U(h) = ρL(g) ρR(g
−1) ρL(h) ρR(h
−1) 6= ρL(g) ρL(h) ρR(h
−1) ρR(g
−1) = U(gh) .
Um den allgemeinen Fall zu behandeln, mu¨ßte man die Abbildung U , (4.126), genauer studieren. Der
Autor vermutet, daß man dabei zu dem gleichen Ergebnis wie unter unserer vereinfachenden Annahme
Im U = G kommt, konnte das aber bisher nicht allgemein beweisen.
Wir werden diese technische Unsauberkeit im folgenden ignorieren.
148
Lemma 4.4.2 Jede nichttriviale Untergruppe G ⊂ U(2s), bei der alle Elemente g ∈ G
die Bedingung
#(σ(g) ∪ σ(g∗)) ≤ 2 (4.127)
erfu¨llen, ist isomorph zu U(1) oder SU(2). Die induzierte natu¨rliche Darstellung von U(1)
bzw. SU(2) ist unita¨r a¨quivalent zu einer der folgenden Darstellungen:
U(1) → U(2s) : exp(iϕ) → exp(iϕ)p ⊕ exp(−iϕ)q mit p+ q = 2s (4.128)
SU(2) → U(2s) : exp(i~v~σ) → (exp(i~v~σ))2s (4.129)
Beweis: Wir fassen G als abstrakte Gruppe auf und betrachten die natu¨rliche Darstellung
ρ : G → U(2s) .
Nach Definition ist ρ treu. Wir betrachten den maximalen Torus T von G (also eine
maximale abelsche Untergruppe von G). T habe Dimension m. ρ induziert eine treue
Darstellung von T
ρ : T → U(2s) : (ϕ1, . . . , ϕm) → ρ(ϕ1, . . . , ϕm) .
Die Eigenwerte der Matrix ρ(ϕ1, . . . , ϕm) enthalten Faktoren exp(±iϕj). Folglich kann
(4.127) nur dann erfu¨llt sein, wenn m = 1 ist. Die einzigen Untergruppen von U(2s) mit
eindimensionalen maximalen Tori sind U(1), SU(2).
Im Fall G = U(1) gibt es lediglich die irreduziblen Darstellungen
ρn : exp(iϕ) → exp(inϕ) mit n ∈ Z . (4.130)
Damit die Matrix ρ(g) Bedingung (4.127) erfu¨llt, muß sie in irreduzible Darstellungen
zerfallen, bei welchen sich die Koeffizienten n in (4.130) nur um relative Vorzeichen
unterscheiden, also
ρ : exp(iϕ) → exp(inϕ)p ⊕ exp(−inϕ)q
mit geeigneten p, q ≥ 0 und p+ q = 2s. Da ρ treu ist, folgt schließlich n = 1.
Im Fall G = SU(2) sind die irreduziblen Darstellungen die Spindarstellungen ρJ :
SU(2) → U(2J + 1) mit Spin J ∈ IN/2. Die unita¨ren Matrizen ρJ(g), g 6= 1 besitzen
2J + 1 verschiedene Eigenwerte10. Also kommen nur die triviale Darstellung ρ0 und die
identische Darstellung ρ 1
2
in Frage. Die Matrizen ρ0(exp(i~v~σ)), ρ 1
2
(exp(i~v~σ)) besitzen die
Eigenwerte 1 bzw. exp(±i|~v|). Damit (4.127) erfu¨llt ist, darf die irreduzible Zerlegung von
ρ entweder nur aus direkten Summanden ρ0 oder nur aus ρ 1
2
bestehen. Da ρ im ersten Fall
nicht treu wa¨re, folgt (4.129). ✷
10Zur Erla¨uterung betrachten wir das einfache Beispiel
ρ 1
2
⊗ ρ 1
2
= ρ0 ⊕ ρ1 .
Die Matrix exp(i~v~σ)⊗ exp(i~v~σ) besitzt die Eigenwerte exp(±i|~v|) exp(±i|~v|), also
1 mit zweifacher Entartung
exp(±2i|~v|) ohne Entartung .
Da ρ0 trivialerweise Eigenwert 1 besitzt, hat die Matrix ρ1(exp(i~v~σ) die Eigenwerte 1, exp(±2i|~v|).
Fu¨r die ho¨heren Spindarstellungen kann man ganz analog (ρ 1
2
)2J ausreduzieren.
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Wir haben also G ∼= 1,G ∼= U(1) oderG ∼= SU(2). Nach einer geeigneten Eichtransformation
hat G die Form der rechten Seite von (4.128), (4.129).
Wir wollen dieses Ergebnis etwas verallgemeinern: Wir wa¨hlen einen Punkt z auf der
Geraden xy außerhalb der Verbindungsstrecke xy, genauer
z = λy + (1− λ)x mit λ > 1 .
Wenn die Potentiale AL/R auf yz verschwinden, haben wir Uxz = Uxy ∈ G. Da Uxy durch
geeignete Wahl von AL/R ganz G durchla¨uft, folgt Uxz ∈ H ⊃ G. Außer in trivialen
Spezialfa¨llen istG unter Beru¨cksichtigung der Bedingung (4.127) maximal. Da Uxz ebenfalls
Bedingung (4.127) erfu¨llen muß, haben wir also Uxz ∈ G. Auf den Teilstrecken xy, yz
gelten somit die gleichen Bedingungen an die chiralen Potentiale; Uxz durchla¨uft schon bei
geeigneter Wahl von AL/R auf yz ganz G.
Nun lassen sich die dynamischen Eichgruppen abstrakt konstruieren: Fu¨r die drei
Raumzeit-Punkte x, y und z = λy + (1− λ)x, λ > 1 gilt
L
∫ y
x
Uyz L
∫ x
y
= L
∫ y
x
L
∫ z
y
R
∫ y
z
L
∫ x
y
= L
∫ z
x
R
∫ x
z
R
∫ y
x
L
∫ x
y
= Uxz U
−1
xy ∈ G .
Da Uyz durch geeignete Wahl von A/L/R auf yz ganz G durchla¨uft, folgt die Bedingung
L
∫ y
x
G
(
L
∫ y
x
)−1
= G , also L
∫ y
x
∈ N(G) ,
wobei N(G) den Normalisator von G in U(2s) bezeichnet
N(G) =
{
u ∈ U(2s) | uGu−1 = G
}
.
Nach Definition des Normalisators ist G in N(G) ein Normalteiler, also
N(G) = G⊗H
mit H := N(G)/G. Nach Wiederholung dieses Argumentes fu¨r R
∫
anstelle von L
∫
erha¨lt man
die beiden Bedingungen
L/R
∫ y
x
∈ G⊗H . (4.131)
Damit Uxy ∈ G ist, muß der zweite Faktor in (4.131) unabha¨ngig von L/R sein. Wir
erhalten folglich die dynamische Eichgruppe
GL ⊗GR ⊗H = GL ⊗N(G) .
Fu¨r die Gruppen von Lemma 4.4.2 ist der Normalisator nach Standardergebnissen der
Gruppentheorie bekannt; man erha¨lt
fu¨r die triviale Gruppe G : N(G) = U(2s)
fu¨r G gema¨ß (4.128) : N(G) = U(p)⊗ U(q)
fu¨r G gema¨ß (4.129) : H = U(s) .
Da x, y beliebig sind und durch die Linienintegrale auch Potentiale an entfernten Raumzeit-
Punkten miteinander verknu¨pft werden, folgt genau wie bei der Begru¨ndung globaler
Bedingungen auf Seite 139, daß einer dieser Fa¨lle global erfu¨llt sein muß.
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Tabelle 4.3: Dynamische Eichgruppen bei s Quarksektoren
Homogenita¨tsgrad dynamische Eichgruppe Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(2s) A/2s
h = 5, 6 U(2s) A/2s
oder
U(1)L ⊗ U(p)⊗ U(q)
mit p+ q = 2s
χRA/L (1p⊕ (−1)q) + B/p⊕C/q
oder
SU(2)L ⊗ SU(2)R ⊗ U(s) (χR
~B/L + χL
~B/R) ~σiso ⊗ 1 s
+1 iso ⊗A/s
h = 7, 8 U(2s) A/2s
oder
U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ · · · komplizierter
oder
SU(2)L ⊗ SU(2)R ⊗ · · · komplizierter
h ≥ 9 komplizierter
Damit haben wir fu¨r den Fall h = 5, 6 die dynamischen Eichfelder mit ihren relativen
Kopplungen vollsta¨ndig bestimmt.
Bei einem Homogenita¨tsgrad h = 7, 8 du¨rfen bei νk, νk drei verschiedene Werte auftreten.
Genau wie in Lemma 4.4.2 muß der maximale Torus von G eindimensional sein, es folgt
G = U(1) oder G = SU(2). Die mo¨glichen Darstellungen von G sind aber komplizierter
(insbesondere ko¨nnen bei SU(2) auch Spin-1-Darstellungen auftreten). Wir verzichten auf
eine genaue Analyse.
Bei h ≥ 9 kann der maximale Torus von G auch zweidimensional sein, worauf wir
ebenfalls nicht na¨her eingehen.
Unsere Ergebnisse sind in Tabelle 4.3 zusammengestellt. Zur Deutlichkeit haben wir
Matrizen, die auf IC4k wirken, mit einem zusa¨tzlichen Index k gekennzeichnet.
spontane Sektorbildung
Wir wollen die dynamischen Eichgruppen fu¨r h = 5, 6 kurz diskutieren. Nach Tabelle
4.3 gibt es fu¨r die dynamischen Eichgruppen und die Ankopplung der Eichfelder an die
Fermionen mehrere Mo¨glichkeiten. Die Entscheidung zwischen diesen Mo¨glichkeiten wird
durch globale Bedingungen festgelegt; man hat also in jedem Fall in der ganzen Raumzeit
die gleichen dynamischen Eichgruppen und Kopplungen.
Die globale Uneindeutigkeit der dynamischen Eichgruppen ist nicht ganz befriedigend.
Wir mu¨ssen nach zusa¨tzlichen mathematischen Bedingungen suchen, um die Wechselwirkung
mit der intrinsischen Methode eindeutig festzulegen.
Trotzdem ist das Ergebnis schon jetzt physikalisch interessant: Unter der allgemeinen
Annahme, daß chirale Eichfelder auftreten, welche Teilchenumwandlungen zwischen verschiedenen
Fermionsorten induzieren ko¨nnen, muß der Fall der dynamischen Eichgruppe SU(2)L ⊗
SU(2)R⊗U(s) auftreten. In diesem Fall bilden sich s (8× 8)-Sektoren aus, in welchen die
SU(2)L ⊗ SU(2)R-Eichfelder jeweils auf die gleiche Weise ankoppeln. Die U(s)-Eichfelder
beschreiben eine Wechselwirkung der einzelnen Sektoren. Wir nennen diese Segmentierung
des fermionischen Projektors spontane Sektorbildung.
Die spontane Sektorbildung ist fu¨r eine Beschreibung der Wechselwirkungen des Standardmodells
unbedingt notwendig. Die dynamische Eichgruppe ist im Moment noch etwas zu groß
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(wu¨nschenswert wa¨re U(1)em⊗SU(s)stark⊗SU(2)L), doch scheinen wir auf dem richtigen
Weg zu sein.
4.4.4 Kombination des vereinfachten Quark- und Leptonsektors
Wir wa¨hlen bei Spindimension 16 als freien Projektor die direkte Summe von (4.90) und
(4.75)
P (x, y) =
[
χL
1
2
(p0 − k0)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pm − km)(x, y)
]3
. (4.132)
P besitzt eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie. Bei einer Aufspaltung
IC16 = IC4 ⊕ IC12 des Spinorraumes haben die Asymmetriematrizen die Form
X = χL ⊕ 1 , Y = 0⊕ 1 .
Die U¨berlegungen zum Pinning u¨bertragen sich aus Abschnitt 4.4.2: Damit keine nichtlokalen
Linienintegrale auftreten, muß die Sto¨rung des Diracoperators die Form
i∂/ −→ i∂/+ χR A/L + χL(0⊕B/R) (4.133)
mit einem U(4)-Potential AL und U(3)-Potential BR haben.
innere und a¨ußere Eichgruppen
Wir wollen zuna¨chst mit einem kleinen Einschub in allgemeinem Rahmen untersuchen,
welche Freiheitsgrade der dynamischen Eichfelder die Eigenwerte der Matrix P (x, y)P (y, x)
beeinflussen.
Dazu betrachten wir bei Spindimension 4b, b ≥ 1 einen fermionischen Projektor mit
chiraler Asymmetriematrix X. Wir bezeichnen die dynamische Eichgruppe mit H ⊂
U(b)L ⊗ U(b)R und bilden die Projektionen
ρL/R : H −→ U(b)L/R (4.134)
auf die beiden Faktoren. Die Abbildungen ρL/R sind unita¨re Darstellungen von H. Das
Pinning besagt allgemein, daß X mit ρL/R kommutiert,[
ρL/R, XL/R
]
= 0 .
Die infinitesimale Fassung von (4.134) ist eine lineare Abbildung der zugeho¨rigen Lie-
Algebren
dρL/R : Lie H −→ SA(b)L/R . (4.135)
Die dynamischen Potentiale AL/R(x) liegen fu¨r alle Raumzeit-Punkte x im Bild von (4.135).
Mit den Eich-/Pseudoeichtermen hat die Matrix P (x, y)P (y, x) unter Beru¨cksichtigung
der fu¨hrenden Singularita¨t ∼ m0 die Form
χL/R P (x, y) P (y, x) = c
2
0 (ξ/z
−2 | ξ/z−2) ⊗
(
L/R
∫ y
x
XL/R R/L
∫ x
y
XR/L
)
.
Die Abha¨ngigkeit der Matrix von den dynamischen Potentialen wird durch den zweiten
Faktor beschrieben. Wir mu¨ssen also die (b× b)-Matrix
Uxy := L
∫ y
x
XL R
∫ x
y
XR (4.136)
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betrachten. Wir verwenden die Notation
hxy = L
∫ y
x
⊗ R
∫ y
x
∈ H
und ordnen mit der Abbildung
U : h −→ ρL(h)XL ρR(h−1)XR (4.137)
jedem Element von H eine (nicht notwendigerweise unita¨re) (b× b)-Matrix zu. Dann gilt
Uxy = U(hxy) .
Die Abbildung U ist nu¨tzlich, weil sich damit die Auswirkung der dynamischen Potentiale
auf die Eigenwerte von P (x, y) P (y, x) gruppentheoretisch formulieren la¨ßt.
Wir bestimmen diejenigen Freiheitsgrade der dynamischen Potentiale, welche die Eigenwerte
von P (x, y) P (y, x) nicht beeinflussen: Wir betrachten vier Raumzeit-Punkte u, x, y, z auf
einer Geraden. Damit die Potentiale AL/R la¨ngs xy nicht in die Eigenwerte von P (a, z)P (z, a)
eingehen, muß fu¨r eine geeignete unita¨re (b× b)-Matrix V die Gleichung
U(hax hxy hyz) = V U(hax hyz) V
−1 (4.138)
gelten. Dabei ko¨nnen l := hax, g := hyz beliebige Werte in H annehmen. Nach Definition
von H liefert (4.138) die Bedingung
ρL(l) U(hxy g) ρR(l
−1) = V (g, l) ρL(l) U(g) ρR(l
−1) V (g, l)−1 ∀g, l ∈ H
oder a¨quivalent
U(hxy g) =
[
ρL(l
−1) V (g, l) ρL(l)
]
U(g)
[
ρR(l
−1) V (g, l)−1 ρR(l)
]
∀g, l ∈ H .
(4.139)
Bei allen fu¨r uns wichtigen dynamischen Eichgruppen ist diese Bedingung nur dann erfu¨llt,
wenn sogar
U(hxy g) = U(g) ∀g ∈ H (4.140)
(und V = 1) gilt. Wir bilden die Menge aller Elemente, die dieser Forderung genu¨gen
I := {h ∈ H | U(hg) = U(g) ∀g ∈ H} .
I ist eine Untergruppe von H, denn
aus U(h1g) = U(h2g) = U(g) ∀g ∈ H folgt U(g1g2h) = U(g2h) = U(h) .
I ist sogar ein Normalteiler von H, denn wir haben fu¨r g ∈ I und l, h ∈ H
U(lgl−1h) = ρL(l) U(g(l
−1h)) ρR(l
−1)
= ρL(l) U(l
−1h) ρR(l
−1) = U(h)
und damit lgl−1 ∈ I. Also faktorisiert die dynamische Eichgruppe in der Form
H = I ⊗A mit A := H/I . (4.141)
Wir nennen I die innere Eichgruppe und A die a¨ußere Eichgruppe. Im Beispiel der Punkte
u, x, y, z haben wir gesehen, daß die inneren Eichpotentiale nicht in die Matrix P (a, z)P (z, a)
eingehen. Da I,Amiteinander kommutieren, gilt sogar allgemein, daß die inneren Eichpotentiale
bei der Bildung des Produktes P (x, y) P (y, x) wegfallen. Die a¨ußeren Eichpotentiale
dagegen werden durch die Eigenwerte von P (x, y) P (y, x), x, y ∈M eindeutig festgelegt.
Zur Erla¨uterung dieser Konstruktion betrachten wir einige Beispiele:
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1. H = U(2) gema¨ß Tabelle 4.1: Die Potentiale beschreiben eine lokale U(2)-Eichtrans-
formation, die sich in der Matrix P (x, y) P (y, x) nicht auswirkt. Folglich haben wir
I = U(2) , A = 1 .
2. H = U(1)L ⊗ U(1)R ⊗ SU(2) gema¨ß Tabelle 4.1: Die SU(2)-Eichfelder gehen in die
Matrix P (x, y)P (y, x) nicht ein. Die Gruppe U(1)L⊗U(1)R ist abelsch und kann in
der Form
U(1)L ⊗ U(1)R = U(1)vektoriell ⊗ U(1)axial (4.142)
umgeschrieben werden. Die U(1)vektoriell beschreibt lediglich U(1)-Phasentransforma-
tionen. Es folgt
I = U(1)vektoriell ⊗ SU(2) , A = U(1)axial .
3. H = U(1)⊗SU(2)L⊗SU(2)R gema¨ß Tabelle 4.1: Die U(1)-Phasentransformationen
fallen in P (x, y) P (y, x) weg. Die SU(2)L ⊗ SU(2)R kann im Gegensatz zu (4.142)
nicht in eine vektorielle und axiale Gruppel zerlegt werden, folglich
I = U(1) , A = SU(2)L ⊗ SU(2)R .
An diesem Beispiel sieht man im Vergleich zu 1., daß eine Vergro¨ßerung der dynamischen
Eichgruppe (U(2) ⊂ U(1) ⊗ SU(2)L ⊗ SU(2)R) auf eine kleinere innere Eichgruppe
fu¨hren kann. In die Konstruktion der inneren Eichgruppe geht also die Struktur der
gesamten dynamischen Eichgruppe ein.
4. H = SU(2)L ⊗ SU(2)R ⊗ U(2s) gema¨ß Tabelle 4.3: Analog wie unter 3. folgt
I = U(2s) , A = SU(2)L ⊗ SU(2)R .
5. H = U(1)L⊗U(1)R⊗SU(2)L gema¨ß Tabelle 4.2: Wir zerlegen die abelsche Gruppe
U(1)L ⊗ U(1)R in der Form
U(1)L ⊗ U(1)R = U(1)vektoriell ⊗ U(1)R
und erhalten
I = U(1)vektoriell , A = SU(2)L ⊗ U(1)R .
Bei allen diesen Beispielen kann man leicht u¨berpru¨fen, daß (4.139) tatsa¨chlich Bedingung
(4.140) impliziert.
Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen
Wir nennen den ersten direkten Summanden in (4.132) Neutrinoblock. Zwischen den
Elektron- und Quarkblo¨cken ko¨nnen wir in (4.132) nicht unterscheiden. Im Hinblick auf
die Wechselwirkungen des Standardmodells erwarten wir, daß P bei Einfu¨hrung von
Eichfeldern a¨hnlich wie im vorigen Abschnitt 4.4.3 spontan in die direkte Summe zweier
(8× 8)-Sektoren zerfa¨llt.
Bevor wir diese spontane Sektorbildung und die damit verbundenen Probleme behandeln,
wollen wir qualitativ diskutieren, welche dynamischen Eichgruppen wir unter der Annahme
154
einer spontanen Sektorbildung erwarten. Dazu spalten wir den Spinorraum in der Form
IC16 = IC8 ⊕ IC8 auf und betrachten nur chirale Potentiale, die auf den beiden direkten
Summanden invariant sind. Wir beschra¨nken uns also im Vergleich zu (4.133) auf die
Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/+ χR (A/lepL ⊕A/quL ) + χL (A/lepR ⊕A/quR ) (4.143)
des Diracoperators mit U(2)-Potentialen AquL , A
qu
R , A
lep
L und einem U(1)-Potential
AlepR = BR F2 .
(4.143) ist die direkte Summe der Diracoperatoren (4.97), (4.98) und (4.79). Folglich ist
der fermionische Projektor bei der Sto¨rung (4.143) die direkte Summe des fermionischen
Projektors im Lepton- und Quarksektor, und wir ko¨nnen die Ergebnisse der Abschnitte
4.4.2, 4.4.1 anwenden. Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfu¨llt sind, muß im Quark-
und Leptonsektor (4.31) bzw. (4.115) gelten. Die Eigenwerte λqucak, (4.88), im Quarksektor
sowie die nichtverschwindenden Eigenwerte λlepca2, (4.108), im Leptonsektor mu¨ssen also
Nullstellen des Polynoms P(λ), (4.29), sein. Bei gegebenem Homogenita¨tsgrad h hat dies
folgende Konsequenzen: Zuna¨chst einmal du¨rfen bei den Eigenwerten von P (x, y) P (y, x)
im Quark- und Leptonsektor ho¨chstens h− 1 verschiedene Werte auftreten, also
#
{
λqucak
} ≤ h− 1 , # {λlepca2} ≤ h− 1 .
Die Eichfelder mu¨ssen also im Quark- und Leptonsektor die Form wie in Tabelle 4.1 und
Tabelle 4.2 haben. Außerdem mu¨ssen die Eigenwerte in dem Sinn miteinander vertra¨glich
sein, daß sogar
#
({
λqucak
} ∪ {λlepca2}) ≤ h− 1 (4.144)
gilt.
Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise Bedingung (4.144) die dynamischen
Eichfreiheitsgrade einschra¨nkt. Wir bezeichnen die dynamischen Eichgruppen im Lepton-
und Quarksektor mit H lep bzw. Hqu und faktorisieren diese Gruppen in innere und a¨ußere
Eichgruppen
H lep = I lep ⊗Alep , Hqu = Iqu ⊗Aqu . (4.145)
Wir setzen fu¨r beliebige Raumzeit-Punkte x, y
hlepxy = Texp
(
−i
∫ y
x
AlepL j (y − x)j
)
⊗ Texp
(
−i
∫ y
x
AlepR j (y − x)j
)
∈ H lep
hquxy = Texp
(
−i
∫ y
x
AquL j (y − x)j
)
⊗ Texp
(
−i
∫ y
x
AquR j (y − x)j
)
∈ Hqu .
Diese Gruppenelemente ko¨nnen gema¨ß (4.145) in der Form
hlepxy = i
lep
xy ⊗ alepxy , hquxy = iquxy ⊗ aquxy
zerlegt werden. Die Bedingung (4.144) impliziert, daß die Gruppenelemente hlepxy , h
qu
xy miteinander
vertra¨glich sein mu¨ssen. Wir lassen im Moment offen, was “miteinander vertra¨glich”
genau bedeutet. Nach Konstruktion der inneren Eichgruppen ist aber klar, daß (4.144)
Bedingungen an alle Freiheitsgrade von alepxy, a
qu
xy liefert, wa¨hrend i
lep
xy, i
qu
xy beliebig sein
ko¨nnen.
Wir betrachten z = λy + (1− λ)x mit λ > 1. Dann gilt
alepxy a
lep
yz = a
lep
xz , a
qu
xy a
qu
yz = a
qu
xz . (4.146)
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Tabelle 4.4: Gema¨ß dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen erwartete dynamische
Eichgruppen bei der Kombination Quark-/Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad erwartete dynamische Eichgruppe
h = 3, 4 U (1)lep ⊗ U(1)lep ⊗ U(2)qu
h = 5, . . . , 8 U(1)lep ⊗ U(1)qu ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)R
oder
U (1)lep ⊗ U(1)lep ⊗ U(2)qu ⊗ U(1)axial
h ≥ 9 U(1)lep ⊗ U(1)qu ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)R
Da alle Faktoren alep. , a
qu
. in (4.146) miteinander vertra¨glich sein mu¨ssen, ist unsere Vertra¨glichkeitsbedingung
bei Gruppenoperationen erhalten. Wir fassen nun alle Gruppen nur noch als abstrakte
Gruppen auf (wir beru¨cksichtigen also die u¨ber die dynamischen Potentiale gegebene
Darstellung vonH lep,Hqu nicht und betrachten alle Operationen modulo Gruppenoperationen).
Dann impliziert (4.146), daß alepxy , a
qu
xy u¨bereinstimmen
alepxy = a
qu
xy ∈ Alep ∩Aqu .
Als dynamische Eichgruppe der direkten Summe des Quark- und Leptonsektors haben wir
also
H ⊂ Iqu ⊗ I lep ⊗ (Alep ∩Aqu) . (4.147)
Um zu entscheiden, ob die dynamische Eichgruppe sogar mit der rechten Seite von
(4.147) u¨bereinstimmt, und um die Kopplung der zugeho¨rigen Eichfelder zu bestimmen,
muß die Abbildung U , (4.137), im Quark- und Leptonsektor detailliert untersucht werden.
Darauf werden wir im na¨chsten Abschnitt zuru¨ckkommen.
Die Konstruktion (4.147) la¨ßt sich unmittelbar erweitern und fu¨hrt auf ein allgemeines
gruppentheoretisches Konzept: Wir nehmen an, daß P in k direkte Summanden zerfa¨llt
P = P (1) ⊕ · · · ⊕ P (k) .
In den einzelnen Summanden habe man die dynamischen Eichgruppen H(k) = I(k)⊗A(k).
Dann folgt fu¨r die dynamische Eichgruppe H der direkten Summe
H ⊂ I(1) ⊗ · · · ⊗ I(k) ⊗
(
k⋂
i=1
A(i)
)
. (4.148)
Wer technischen Details optimistisch gegenu¨bersteht, kann sogar erwarten, daß in (4.148)
Gleichheit gilt. Wir nennen die Konstruktion (4.148) Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen.
In Tabelle 4.4 sind die nach dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen erwarteten dynamischen
Eichgruppen fu¨r den fermionischen Projektor (4.132) aufgelistet. Zur Deutlichkeit haben
wir bei den inneren Eichgruppen durch einen Index ‘lep’, ‘qu’ gekennzeichnet, in welchem
Sektor die zugeho¨rigen Eichfelder wirken.
Es ist physikalisch interessant, daß in Tabelle 4.4 gegenu¨ber Tabelle 4.3 anstelle der
Untergruppe SU(2)L⊗SU(2)R stets die Gruppe SU(2)L⊗U(1)R auftritt. Bei Hinzunahme
des Leptonsektors verkleinert sich die dynamische Eichgruppe genau in der Weise, wie wir
das im Hinblick auf die Wechselwirkungen des Standardmodells erhoffen. Das ist eine
wichtige Besta¨tigung fu¨r unsere bisherigen Konstruktionen.
156
ein Problem: Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte
Nach diesen eher abstrakten U¨berlegungen wollen wir Bedingung (4.144) quantitativ
auswerten und versuchen, fu¨r den Homogenita¨tsgrad h = 5, 6 die dynamische Eichgruppe
U(1)lep ⊗ U(1)qu ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)R (4.149)
zu realisieren. Diese Gruppe tritt in Tabelle 4.4 auf und ist dort der physikalisch interessante
Fall.
Die Eigenwerte λqucak, λ
lep
ca2 sind durch (4.88), (4.108) gegeben. Bei einer Sto¨rung des
Diracoperators durch Potentiale der dynamischen Eichgruppe (4.149) haben wir i.a.
#
{
λqucak
}
= 4 , #
{
λlepca2
}
= 4 .
Die Vertra¨glichkeitsbedingung (4.144) besagt somit, daß eine Entartung zwischen Eigenwerten
im Quark- und Leptonsektor vorliegen muß; das bedeutet genauer
exp (iǫcϕ
qu − iǫcϑqu) = exp(iǫcϕlep)(cos ϑlep − iǫc nlep3 sinϑlep) . (4.150)
Nach den U¨berlegungen zum Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen mu¨ssen die Gruppenelemente
der SU(2)L ⊗ U(1)R-Eichgruppe im Quark- und Leptonsektor a¨quivalent sein, es folgt
ϕlep(x) = ϕqu(x) , v/lep(x) = V v/qu(x) V −1 fu¨r alle x ∈M
mit einer geeigneten SU(2)-Matrix V . Nach einer globalen SU(2)-Eichtransformation im
Quarksektor ko¨nnen wir sogar ~vlep = ~vqu annehmen. Bedingung (4.150) ist nur erfu¨llt,
wenn nlep3 = 1 ist. Insgesamt haben wir also
~vqu = ~vlep = (0, 0, ϑ) .
Folglich mu¨ssen die SU(2)L-Potentiale diagonal sein, und wir erhalten im Gegensatz zu
(4.149) lediglich die dynamische Eichgruppe
U(1)lep ⊗ U(1)qu ⊗ U(1)L ⊗ U(1)R . (4.151)
Physikalisch ausgedru¨ckt bedeutet dieses Ergebnis, daß die Potentiale der W -Bosonen
verschwinden mu¨ssen, was der Beobachtung ganz offensichtlich widerspricht. An dieser
Stelle scheint unser Konzept zum ersten Mal auf ernsthafte Schwierigkeiten zu stoßen.
Um dieses Problem genauer zu untersuchen, wollen wir die dynamischen Eichgruppen
allgemein bestimmen. Bei Beru¨cksichtigung der fu¨hrenden Singularita¨t ∼ m0 haben die
Eigenwerte λcak (c = L/R, a = 1/2, k = 1, . . . , 4) der Matrix P (x, y) P (y, x) die Form
(4.124), (4.125); dabei sind νk die Eigenwerte der (4× 4)-Matrix (4.136),
Uxy = L
∫ y
x
R
∫ x
y
(01 ⊕ 13) . (4.152)
Wir wa¨hlen eine spezielle Basis in IC4: Nach einem geeigneten SU(3)-Basiswechsel in
den unteren drei Komponenten hat Uxy die Gestalt
Uxy =

0 ∗ 0 0
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
 ,
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wobei ‘∗’ fu¨r einen beliebigen komplexen Matrixeintrag steht. Durch eine zusa¨tzliche
SU(2)-Basistransformation in den letzten beiden Komponenten la¨ßt sich die Form von
Uxy weiter vereinfachen
Uxy =

0 ∗ 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
 . (4.153)
Nun zerfa¨llt Uxy in die direkte Summe zweier (2× 2)-Matrizen, die wir genau wie (4.85),
(4.107) diagonalisieren ko¨nnen. Folglich besitzt die Matrix P (x, y) P (y, x) ganz allgemein
die Eigenwerte (4.88), (4.108).
Im Fall h ≤ 6 muß
#
(
(σ(Uxy ∪ σ(U∗xy)) \ {0}
)
≤ 2 (4.154)
gelten. Es folgt die Vertra¨glichkeitsbedingung (4.150) und nlep3 = 1. Also hat hxy gegenu¨ber
(4.153) sogar die Form
Uxy =

0 0 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
 , (4.155)
oder, in der urspru¨nglichen Basis von (4.152),
Uxy =

0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
 .
Folglich findet keine Mischung des Neutrinoblocks mit den drei anderen Blo¨cken statt; die
Sto¨rung des Diracoperators muß gegenu¨ber (4.133) die Form
i∂/ −→ i∂/+ χR (A/L ⊕ 0) + χR (0⊕B/L) + χL (0⊕B/R)
mit einem U(1)-Potential AL und U(3)-Potentialen BL/R haben. Nun ko¨nnen wir Uxy im
unteren (3×3)-Block a¨hnlich wie in Lemma 4.4.2 behandeln: Wir haben Uxy ∈ 01⊕G mit
einer Untergruppe G ⊂ U(3). Wir nehmen zur Einfachheit an, daß Uxy durch geeignete
Wahl von BL/R la¨ngs xy alle Elemente von 0 ⊕ G durchla¨uft. Damit Bedingung (4.154)
erfu¨llt ist, muß G isomorph zu 1, U(1) oder SU(2) sein. Im Fall G ∼= SU(2) darf die
natu¨rliche Darstellung
ρ : G −→ U(3)
nur aus Spin-12-Darstellungen aufgebaut sein. Das ist aber bei einer Darstellung auf einem
Raum ungerader Dimension unmo¨glich. Folglich haben wir G ∼= 1 oder G ∼= U(1). In
beiden Fa¨llen zerfa¨llt ρ in die direkte Summe eindimensionaler Darstellungen. Wir ko¨nnen
also (nach einer geeigneten globalen Eichtransformation) annehmen, daß Uxy unabha¨ngig
von der Wahl der Potentiale BL/R diagonal ist. Die dynamischen Eichgruppen erha¨lt man
nun durch Berechnung des Normalisators, was schließlich auf die Ergebnisse von Tabelle
4.5 fu¨hrt.
Wir diskutieren kurz die Situation fu¨r den Fall h ≥ 7: Die Bedingung (4.154) schwa¨cht
sich zu
#
(
(σ(Uxy) ∪ σ(U∗xy)) \ {0}
)
<
h− 1
2
158
Tabelle 4.5: Dynamische Eichgruppen bei der Kombination Quark-/Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad dynamische Eichgruppe Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(1)L ⊗ U(3) χR(A/L ⊕ 03) + 01 ⊕B/
h = 5, 6 U(1)L ⊗ U(1)L ⊗ U(3) χR(A/L ⊕ 03) + χR(01 ⊕B/L)+01 ⊕B/
oder
U(1)L ⊗ U(1)L ⊗ U(1)⊗ U(2) χR(A/L ⊕ 03) + χR C/(01 ⊕ 11 ⊕(−1)2) + 01 ⊕B/1 ⊕B/2
h ≥ 7 komplizierter
ab. Folglich braucht die Gleichung (4.150) nicht mehr erfu¨llt zu sein. Fu¨r h = 7, 8 ko¨nnen
wir beispielsweise bei der Zerlegung IC16 = IC8 ⊕ IC8 des Spinorraumes in Lepton- und
Quarksektor im Leptonsektor ein außerdiagonales linksha¨ndiges Potential Bσ1 (wie in
Tabelle 4.2) und im Quarksektor ein SU(2)L⊗SU(2)R-Potential BL/R (wie in Tabelle 4.1)
einfu¨hren. Dieses Beispiel wird durch die Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/+ χR B σ1 ⊕ 0 + 0⊕ (χL B/L + χR B/R) (4.156)
des Diracoperators beschrieben. Die Bestimmung der dynamischen Eichgruppen wird
dadurch erschwert, daß die in (4.155) gewa¨hlte Basis von IC4 i.a. von den dynamischen
Potentialen abha¨ngt. Darauf wollen wir nicht na¨her eingehen.
Wir sehen, daß das zu Beginn dieses Abschnittes aufgetretene Problem allgemeinen
Charakter hat: Fu¨r h ≤ 6 findet keine spontane Sektorbildung statt; der fermionische
Projektor zerfa¨llt in die direkte Summe einzelner (4× 4)-Blo¨cke, auf welchen die chiralen
Potentiale diagonal sind. Auch fu¨r h ≥ 7 ist das Ergebnis physikalisch nicht sinnvoll,
selbst wenn wir wie im Beispiel (4.156) eine Aufspaltung des fermionischen Projektors
in zwei (8 × 8)-Sektoren annehmen. Die Potentiale in den beiden Sektoren sind dann
na¨mlich voneinander unabha¨ngig und ko¨nnen nicht sinnvoll miteinander in Beziehung
gesetzt werden.
Dieses Problem ha¨ngt letztlich damit zusammen, daß die Eigenwerte von P (x, y)P (y, x)
im Quark- und Leptonsektor selbst bei einer gleichartigen Sto¨rung des Diracoperators nicht
u¨bereinstimmen. Wir nennen dies die Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte im Quark- und
Leptonsektor.
der Ausweg: Massendrehung
Um das Problem der Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte zu lo¨sen, mu¨ssen wir zu allgemeineren
Sto¨rungen des Diracoperators u¨bergehen. Den genauen Mechanismus nennen wirMassendrehung.
Wir ko¨nnen hier nur die Idee und die grundlegende Konstruktion beschreiben, die detaillierten
Rechnungen verschieben wir auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5). Dafu¨r gibt es zwei Gru¨nde:
Zum einen mu¨ssen bei der Massendrehung die Eich-/Pseudoeichterme ho¨herer Ordnung
in der Masse beru¨cksichtigt werden. Außerdem ist eine quantitative Behandlung erst bei
mehreren Teilchenfamilien sinnvoll. Es zeigt sich na¨mlich, daß die Familien (a¨hnlich wie bei
der CKM-Matrix im Standardmodell) miteinander gemischt werden mu¨ssen. Unsere etwas
qualitative Diskussion ist deswegen ausreichend, weil es in diesem 4. Kapitel noch nicht
darum geht, alle Details auszuarbeiten. Unser Ziel besteht zuna¨chst darin, ein anschauliches
Versta¨ndnis zu erhalten und gleichzeitig genu¨gend Informationen zusammenzutragen, um
die Gleichungen der diskreten Raumzeit eindeutig festlegen zu ko¨nnen.
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Das Problem bei der dynamischen Eichgruppe (4.151) besteht darin, daß alle dynamischen
Potentiale in den (4 × 4)-Blo¨cken des freien fermionischen Projektors diagonal sind. Wir
wollen zuna¨chst an einem einfachen Beispiel beschreiben, wie sich auch bei diagonalen
Potentialen eine Mischung der verschiedenen Fermionsorten realisieren la¨ßt. Dazu betrachten
wir bei Spindimension 8 ein System zweier Fermionsorten A, B unterschiedlicher Masse,
also
P (x, y) =
[
1
2
(pmA − kmA)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pmB − kmB )(x, y)
]
(4.157)
mit mA 6= mB . Bei einer Zerlegung des Spinorraumes in der Form IC8 = IC4⊗ IC2iso nennen
wir IC2iso den Isospinraum. Der freie Projektor (4.157) besitzt eine Massenasymmetrie mit
Massenmatrix
Y =
1
m
(
mA 0
0 mB
)
iso
.
Wir betrachten zur Einfachheit nur eine U(1)-Untergruppe der dynamischen Eichgruppe;
die zugeho¨rige Sto¨rung des Diracoperators habe die Form
i∂/ −→ i∂/ + C/ σ3iso . (4.158)
Die Wellenfunktionen der Fermionen sind Lo¨sungen der Diracgleichung
(i∂/ + C/ σ3iso − mY ) Ψ = 0 . (4.159)
Da in dieser Gleichung alle Isospinmatrizen diagonal sind, entkoppelt (4.159) auf den
beiden Isospinkomponenten. Wir interpretieren die jeweiligen Lo¨sungen als Wellenfunktionen
der Teilchen A bzw. B. Wir wollen nun in (4.159) eine Kopplung der beiden Fermionsorten
einfu¨hren. Da die dynamische Eichgruppe U(1) vorgegeben ist, du¨rfen wir dazu die Form
des Potentials nicht verallgemeinern. Wir ko¨nnen aber versuchen, die Massenmatrix zu
vera¨ndern: Es scheint nicht sinnvoll zu sein, die Parameter mA/B (also die Eigenwerte von
Y ) abzua¨ndern, weil dies in anschaulicher physikalischer Vorstellung einer Massen- und
damit Energieverschiebung des gesamten Diracsees entsprechen wu¨rde (an der Sto¨rungsrechnung
von P (x, y) sieht man auch explizit, daß eine solche Massenverschiebung nicht auftreten
darf). Aber man kann die Massenmatrix unita¨r transformieren, also Y gema¨ß
Y → U(x)−1 Y U(x) (4.160)
durch ein orts- und zeitabha¨ngiges Matrixfeld ersetzen, dabei ist U(x) ∈ U(2). Wir gehen
also von (4.159) zur Diracgleichung
(i∂/ + C/(x) σ3iso − mU(x)−1 Y U(x)) Ψ = 0 (4.161)
u¨ber. Nach Umschreiben dieser Gleichung in der Form(
(i∂/ + C/(x) σ3iso + m (Y − U(x)−1 Y U(x)) − mY
)
Ψ = 0
ko¨nnen wir die Ersetzung (4.160) durch eine zusa¨tzliche skalare Sto¨rung des Diracoperators
beschreiben. Wir betrachten also in Verallgemeinerung von (4.158) die Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/ + C/ σ3iso + m (Y − U−1 Y U) . (4.162)
Um die Diracgleichung (4.161) besser interpretieren zu ko¨nnen, fu¨hren wir neueWellenfunktionen
Ψ˜(x) = U(x) Ψ(x) (4.163)
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ein und erhalten fu¨r Ψ˜ die Gleichung
(i∂/+ A˜−mY )Ψ = 0 mit (4.164)
A˜j = U Cj σ3 U−1 + iU(∂jU−1) . (4.165)
Da die Massenmatrix in (4.164) diagonal ist, haben wir wie in (4.159) die Interpretation,
daß die beiden Isospinkomponenten die Teilchensorten A bzw. B beschreiben. Im Vergleich
zu (4.159) tritt aber nun ein allgemeineres Potential A˜L/R auf, das nicht mehr notwendigerweise
im Isospin diagonal ist.
An diesem Beispiel ko¨nnen wir bereits einige allgemeine Eigenschaften der Massendrehung
diskutieren. Wir haben die Mischung der Fermionsorten gema¨ß (4.162) durch eine skalare
Sto¨rung des Diracoperators eingefu¨hrt. Bei einer allgemeinen Massendrehung wird hier
zusa¨tzlich eine pseudoskalare Sto¨rung auftreten. Eine solche skalare/pseudoskalare Sto¨rung
wirkt sich bei der fu¨hrenden Singularita¨t ∼ m0 von P (x, y) P (y, x) nicht aus, sondern
geht erst in die Singularita¨ten ho¨herer Ordnung in m ein. Fu¨r die Diskussion der Eich-
/Pseudoeichterme ∼ m0 spielt die skalare/pseudoskalare Sto¨rung in (4.162) also keine
Rolle. Da das Potential in (4.162) im Isospin diagonal ist, tritt das Problem der Nichtvertra¨glichkeit
der Eigenwerte nicht auf.
Nach der Transformation (4.163) der Wellenfunktionen erhalten wir in der Diracgleichung
(4.164) ein sogenanntes effektives Eichpotential A˜, das auch im Isospin außerdiagonale
Anteile enthalten kann. Dieses Potential muß gegenu¨ber einem allgemeinen U(2)-Potentiale
eine spezielle Form (4.165) haben. Wir nennen diese Einschra¨nkung fu¨r die Wahl der
effektiven Potentiale Eichbedingung.
Die Einfu¨hrung der skalaren/pseudoskalaren Sto¨rung und die anschließende Transformation
(4.163) der Wellenfunktionen mag zuna¨chst wie ein Trick erscheinen, mit dem das Problem
der Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte einfach auf die schwa¨cheren Singularita¨ten ∼ mk,
k ≥ 1, von P (x, y) P (y, x) verlagert wird. Um zu sehen, daß unser Problem mit dieser
Methode tatsa¨chlich gelo¨st werden kann, muß man die Eich-/Pseudoeichterme ho¨herer
Ordnung in m genau studieren, was wir (wie gesagt) auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5)
verschieben.
Nach diesen Vorbereitungen ko¨nnen wir die allgemeine Konstruktion der Massendrehung
(bei einer Teilchenfamilie) beschreiben. Dazu betrachten wir bei Spindimension 4b, b ≥ 1
einen freien fermionischen Projektor mit chiraler Asymmetriematrix X und Massenmatrix
Y . Die dynamische Eichgruppe sei H ⊂ U(b)L⊗U(b)R; wir fu¨hren die zugeho¨rigen chiralen
Potentiale AL/R(x) ∈ Lie H durch die Sto¨rung
i∂/ −→ i∂/+ χRA/L + χLA/R (4.166)
des Diracoperators ein. Wir wollen die Ersetzung (4.160) so verallgemeinern, daß die links-
und rechtsha¨ndigen Komponenten unabha¨ngig voneinander transformiert werden ko¨nnen.
Dazu bilden wir
Y → χL UR(x)−1 Y UL(x) + χR UL(x)−1 Y UR(x) (4.167)
mit unita¨ren Matrixfeldern UL/R(x) ∈ U(b). Falls der fermionische Projektor eine chirale
Asymmetrie besitzt, mu¨ssen die Matrizen UL/R eine zusa¨tzliche Bedingung erfu¨llen: Gleichung
(2.32) geht bei der Ersetzung (4.167) in
XL/R UL/R(x) Y = UL/R(x) Y fu¨r alle x (4.168)
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u¨ber.
Der Ansatz (4.166) fu¨r die Massenmatrix la¨ßt sich folgendermaßen motivieren: Zuna¨chst
einmal muß die rechte Seite von (4.167) eine hermitesche Matrix sein. Eine naive Ersetzung
der Art
Y → χL UL(x)−1 Y UL(x) + χR UR(x)−1 Y UR(x)
wa¨re beispielsweise nicht sinnvoll. Außerdem findet bei der Transformation (4.167) a¨hnlich
wie bei (4.160) keine Massenverschiebung der Diracseen statt. Um das zu sehen, betrachten
wir die freie Diracgleichung mit einer Massenmatrix gema¨ß der rechten Seite von (4.167)
(i∂/ − mχL U−1R Y UL − mχR U−1L Y UR) Ψ = 0 (4.169)
und nehmen an, daß die Matrizen UL/R nicht von x abha¨ngen. Wir setzen die Wellenfunktion
Ψ˜(x) = (χL UL + χR UR) Ψ(x) (4.170)
in (4.169) ein und multiplizieren die Gleichung außerdem von links mit der Matrix χLUR+
χRUL. Man erha¨lt die freie Diracgleichung (i∂/ − mY )Ψ˜ = 0. Die Transformation der
Massenmatrix (4.167) wirkt sich also in der freien Diracgleichung lediglich gema¨ß (4.170)
aus; die Wellenzahl und Frequenz der Wellenfunktionen bleiben dabei unvera¨ndert. Tatsa¨chlich
ist (4.167) die allgemeinste Transformation der Massenmatrix mit dieser Eigenschaft.
Die Ersetzung (4.167) kann auch durch eine zusa¨tzliche skalare/pseudoskalare Sto¨rung
des Diracoperators beschrieben werden, also gegenu¨ber (4.166) durch
i∂/ −→ i∂/+ χRA/L+ χLA/R +m (Y −χL UR(x)−1 Y UL(x)− χR UL(x)−1 Y UR(x)) .
(4.171)
Die Diracgleichung hat nun die Form
(i∂/ + χR A/L + χL A/R − mχL U−1R Y UL − mχR U−1L Y UR) Ψ = 0 . (4.172)
Wir fu¨hren ganz analog zu (4.170) mit
Ψ˜(x) = (χL UL(x) + χR UR(x)) Ψ(x) (4.173)
neue Wellenfunktionen ein und multiplizieren (4.172) von links mit χL UR + χRUL. Auf
diese Weise wird die Massenmatrix diagonal, und man erha¨lt fu¨r Ψ˜ die Diracgleichung
(i∂/+ χR A˜/L + χL A˜/R −mY ) Ψ˜ = 0 mit (4.174)
A˜jL/R = UL/R A
j
L/R U
−1
L/R + iUL/R (∂
jU−1L/R) (4.175)
In (4.174) treten effektive Potentiale A˜L/R auf, die durch die Eichbedingung (4.175) genauer
bestimmt werden.
die effektive Eichgruppe, mathematische Bedeutung der Eichbedingung
Wir wollen nun die Eichpotentiale A˜L/R in (4.174) und die Eichbedingung (4.175) genauer
mathematisch betrachten. Da wir an dieser Stelle die Eich-/Pseudoeichterme ho¨herer
Ordnung in der Masse noch nicht analysieren wollen, mu¨ssen wir dabei mit einem allgemeinen
Ansatz arbeiten: Aus der Untersuchung der Singularita¨ten ∼ mk, k > 0 von P (x, y)P (y, x)
erha¨lt man einschra¨nkende Bedingungen fu¨r die Matrizen UL/R(x). Wir bezeichnen die
Menge aller Paare (UL, UR), welche diese Bedingungen erfu¨llen, mit T ⊂ U(b)L×U(b)R. Die
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dynamischen Potentiale AL/R ∈ Lie H ko¨nnen dabei unabha¨ngig von (UL(x), UR(x)) ∈ T
gewa¨hlt werden. Wir bezeichnen fu¨r t ∈ T die Projektion auf die beiden Komponenten
U(b)L/R mit tL/R und definieren fu¨r eine Teilmenge A ⊂ U(b)L ⊗ U(b)R eine Konjugation
At =
{
(tL aL t
−1
L , tR aR t
−1
R ) mit (aL, aR) ∈ A
}
. (4.176)
Wir betrachten zuna¨chst den Spezialfall, daß die Matrizen UL/R nicht von x abha¨ngen,
was wir homogene Massendrehung nennen. Gleichung (4.175) vereinfacht sich dann zu
A˜jL/R = UL/R A
j
L/R U
−1
L/R .
Folglich tritt als effektive dynamische Eichgruppe mit der Notation (4.176) die Konjugationsgruppe
H(UL,UR) auf. Da (UL, UR) ∈ T beliebig sein kann, setzen wir
Heff =
⋃
t∈T
Ht (4.177)
und bezeichnen Heff als effektive Eichgruppe.
Man beachte, daß die effektive Eichgruppe i.a. keine Gruppe ist. Fu¨r zwei Elemente
g1 ∈ Ht1 , g2 ∈ Ht2 aus verschiedenen Konjugationsgruppen t1 6= t2 kann na¨mlich keine
sinnvolle Multiplikation in Heff definiert werden. Als Folge der Eichbedingung ist das
jedoch kein mathematisches Problem: Bei konstanter Massendrehung sind die effektiven
Eichpotentiale Elemente aus der Lie-Algebra Lie H(UL,UR) der Konjugationsgruppe. Alle
Multiplikationen ko¨nnen innerhalb der gleichen Konjugationsgruppe ausgefu¨hrt werden.
Mit der Schreibweise
L˜/R˜
∫
:= Texp
(
−i
∫ y
x
A˜jL/R (y − x)j
)
haben wir na¨mlich
L˜/R˜
∫ y
x
L˜/R˜
∫ x
y
=
(
UL/R L/R
∫ y
x
U−1L/R
)(
UL/R L/R
∫ z
y
U−1L/R
)
= UL/R
(
L/R
∫ y
x
L/R
∫ z
y
)
U−1L/R ∈ H(UL,UR) .
Falls UL/R von x abha¨ngt, haben die effektiven Eichpotentiale gema¨ß (4.175) eine
kompliziertere Struktur, denn der Summand iUL/R(∂
jU−1L/R) muß zusa¨tzlich beru¨cksichtigt
werden. Unter Ausnutzung von (4.175) lassen sich weiterhin zeitgeordnete Exponentiale
der effektiven Eichpotentiale bilden, genauer
L˜/R˜
∫ y
x
= UL/R(x) L/R
∫ y
x
UL/R(y)
−1 . (4.178)
In eichinvarianten Produkten von (4.178) heben sich die inneren Faktoren UL/R weg, so
daß wir nur Multiplikationen in der dynamischen Eichgruppe H ausfu¨hren mu¨ssen
L˜/R˜
∫ y
x
L˜/R˜
∫ x
y
=
(
UL/R(x) L/R
∫ y
x
UL/R(y)
−1
)(
UL/R(y) L/R
∫ z
y
UR/L(z)
−1
)
= UL/R(x)
(
L/R
∫ y
x
L/R
∫ z
y
)
UL/R(z)
−1 . (4.179)
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Fu¨r geschlossene Integrationswege erhalten wir auf diese Weise Elemente aus der effektiven
Eichgruppe, beispielsweise
L˜/R˜
∫ y
x
L˜/R˜
∫ z
y
L˜/R˜
∫ x
z
= UL/R(x)
(
L/R
∫ y
x
L/R
∫ z
y
L/R
∫ x
z
)
UL/R(x) ∈ H(UL(x),UR(x)) .
Wir kommen zu dem Ergebnis, daß aufgrund der Eichbedingung nur Multiplikationen
innerhalb der gleichen Konjugationsgruppe auftreten. Anders ausgedru¨ckt, ko¨nnen die
effektiven Eichpotentiale mit Hilfe der Eichbedingung auf sinnvolle Weise global verknu¨pft
werden.
erwartete effektive Eichgruppen
Nach diesen allgemeinen mathematischen Konstruktionen wollen wir u¨berlegen, wie die
effektive Eichgruppe fu¨r unser System (4.132) konkret aussehen sollte. Die folgende Betrachtung
ist mathematisch nicht rigoros und wegen nur einer Teilchenfamilie auch stark vereinfacht;
sie ist aber im Wesentlichen richtig und nimmt einige Ergebnisse aus Abschnitt ?? (in
Kapitel 5) qualitativ vorweg.
Die Eich-/Pseudoeichterme ∼ m0 werden durch die skalare/pseudoskalare Sto¨rung in
(4.171) nicht beeinflußt, so daß wir immer noch die dynamischen Eichgruppen von Tabelle
4.5 erhalten. In die Singularita¨t ∼ m2 von P (x, y) P (y, x) gehen jedoch die Matrizen
UL/R ein. Man kann die Eigenwerte von P (x, y) P (y, x) in dieser Ordnung a¨hnlich wie
fu¨r die fu¨hrende Singularita¨t ∼ m0 diskutieren. In Abha¨ngigkeit des Homogenita¨tsgrades
muß bei den Eigenwerten wieder eine Entartung auftreten. Es ist in Analogie zu Lemma
4.4.2 plausibel, daß die Matrix P (x, y) P (y, x) als Folge dieser Entartung global in die
direkte Summe mehrerer Untermatrizen zerfallen muß. Folglich erwarten wir eine spontane
Sektorbildung. Unter dieser Annahme haben AL/R, UL/R die spezielle Form
AL/R = A
lep
L/R ⊕AquL/R , UL/R = U lepL/R ⊕ U quL/R .
Die dynamischen U(2)-Potentiale AlepL/R, A
qu
L/R mu¨ssen gema¨ß Tabelle 4.5 diagonal sein.
Da U(1)-Massendrehungen bei der Berechnung der effektiven Eichgruppe gema¨ß (4.177)
wegfallen, ko¨nnen wir annehmen, daß U lepL/R, U
qu
L/R unita¨re SU(2)-Matrixfelder sind. Die
Zusatzbedingung (4.168) impliziert, daß die Matrix U lepR mit F2 kommutiert, also diagonal
ist. Da wir im Quark- und Leptonsektor eine vergleichbare Massendrehung erwarten, muß
auch U quR diagonal sein. Die linksha¨ndigen Massenmatrizen U
lep
L = U
qu
L ∈ U(2) ko¨nnen
dagegen beliebige Werte annehmen. Wir erwarten also fu¨r die Menge T
T = {(U ⊕ U) , U ∈ SU(2)} ×
{
exp(iϑ) (σ3 ⊕ σ3) , ϑ ∈ IR
}
. (4.180)
Nach Diagonalisierung der Massenmatrizen erha¨lt man die Diracgleichung (4.174) mit
effektiven Eichpotentialen
A˜L/R = A˜
lep
L/R ⊕ A˜quL/R ,
welche die Eichbedingung (4.175) erfu¨llen. Nun ko¨nnen wir die effektiven Eichgruppen mit
Hilfe der Definitionsgleichung (4.177) und (4.180) sowie den dynamischen Eichgruppen aus
Tabelle 4.5 bestimmen. Dabei ist zu beachten, daß die Massendrehung (4.180) nur dann
sinnvoll eingefu¨hrt werden kann, wenn die dynamischen Eichfelder die Zerlegung von P
in den Quark- und Leptonsektor respektieren. Um dies zu erreichen, ko¨nnen wir auch von
H zu einer Untergruppe der dynamischen Eichgruppe u¨bergehen. Die Ergebnisse fu¨r die
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Tabelle 4.6: Erwartete effektive Eichgruppen bei der Kombination des Quark- und
Leptonsektors
Homogenita¨tsgrad erwartete eff. Eichgruppe eff. Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(1)L ⊗ U(3) χR(A/L ⊕ 03) + 01 ⊕B/
h = 5, 6 U(1)L ⊗ U(1)L ⊗ U(3) χR(A/L ⊕ 03) + χR(01 ⊕B/L)+01 ⊕B/
oder
U(1)L ⊗ U(1)L ⊗ U(1)⊗ U(2) χR(A/L⊕ 03) + χR C/(01 ⊕ 11 ⊕(−1)2) + 01 ⊕B/1 ⊕B/2
oder
SU(2)L ⊗ U(1)R ⊗ U(1)lep ⊗
U(1)qu
χR(A˜/L ⊕ A˜/L) + χL B/R (σ3 ⊕ σ3)
C/ (12 ⊕ 02) +D/ (02 ⊕ 12)
h ≥ 7 komplizierter
effektiven Eichgruppen sind in Tabelle 4.6 zusammengestellt. Wir haben zur Deutlichkeit
nur diejenigen effektiven Potentiale mit einer Tilde ‘˜’ versehen, in welche die Massendrehung
auch tatsa¨chlich eingeht.
Es fa¨llt auf, daß die erhaltenen effektiven Eichgruppen entgegen unserer allgemeinen
Diskussion doch Gruppen sind. Das ist zwar eine Vereinfachung, spielt aber keine grundlegende
Rolle. Interessanter ist, daß diese Gruppen (im Fall einer sinnvollen Zerlegung in Quark-
und Leptonsektor) mit den nach dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen erwarteten dynamischen
Eichgruppen von Tabelle 4.4 u¨bereinstimmen. Allerdings ist das auch nicht erstaunlich:
Tabelle 4.4 gibt die maximale dynamische Eichgruppe an, die nach rein gruppentheoretischen
U¨berlegungen auftreten kann. Es ist klar, daß die effektive Eichgruppe in dieser maximalen
dynamischen Eichgruppe enthalten sein muß. Umgekehrt ist es einsichtig, daß mit den
zusa¨tzlichen Freiheitsgraden der Matrizen UL/R die Gruppen aus Tabelle 4.4 tatsa¨chlich
als effektive Eichgruppen realisiert werden ko¨nnen.
physikalische Interpretation
Abschließend wollen wir die Konstruktion der Massendrehung und der effektiven Eichgruppe
erla¨utern und physikalisch diskutieren.
Durch Einfu¨hrung der Massendrehung sind wir von einer reinen Wechselwirkung durch
chirale Eichfelder, (4.166), zu einer allgemeineren Form der Wechselwirkung u¨bergegangen.
Diese allgemeinere Wechselwirkung wird gema¨ß (4.171) durch eine zusa¨tzliche skalare/pseudoskalare
Sto¨rung beschrieben. Der Nachteil der zugeho¨rigen Diracgleichung (4.172) besteht darin,
daß die Massenmatrix nicht diagonal ist, so daß die Gleichung nur schwer physikalisch
interpretiert werden kann. Aus diesem Grund haben wir mit Hilfe der Transformation
(4.173) die Massenmatrix global diagonalisiert und die Diracgleichung (4.174) erhalten.
Wir betonen noch einmal, daß die Einfu¨hrung der Wellenfunktion Ψ˜ und die Transformation
der Diracgleichung gema¨ß (4.174) lediglich zur besseren Anschauung dient. Gleichung
(4.173) beschreibt keine Eichtransformation. Es ist wichtig zu beachten, daß der fermionische
Projektor aus den negativen Energiezusta¨nden Ψ, nicht aber aus Ψ˜, aufgebaut ist.
Nach Diagonalisierung der Massenmatrix treten in (4.174) nur noch chirale Potentiale
auf, so daß die Diracgleichung wieder die gewohnte Form hat. Als Nachteil haben wir
jedoch die Eichbedingung (4.175) erhalten, die nur schwierig zu handhaben ist.
Um einen ersten Eindruck von der Wechselwirkung zu erhalten, betrachten wir den
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Grenzfall, daß der zweite Summand in (4.175) gegenu¨ber dem ersten vernachla¨ssigbar ist,
UL/R A
j
L/R U
−1
L/R ≫ iUL/R (∂jU−1L/R) . (4.181)
Diese Na¨herung ist sinnvoll, wenn UL/R nur auf einer großen La¨ngenskala von x abha¨ngt,
was wir quasihomogene Massendrehung nennen. In diesem Fall ko¨nnen wir die effektiven
Potentiale aus der Lie-Algebra der effektiven Eichgruppe
Lie Heff :=
⋃
t∈T
Lie Ht
beliebig wa¨hlen; es ist lediglich darauf zu achten, daß die Konjugationsalgebra Lie Ht(x) ∋
(A˜L(x), A˜R(x)) nur wenig in x variiert. Im Grenzfall quasihomogener Massendrehung
bereitet die Eichbedingung also keine Schwierigkeiten. Wir erhalten einen direkten Zusammenhang
zu einer reinen Eichwechselwirkung, wobei die effektive Eichgruppe die Rolle der gewo¨hnlichen
Eichgruppe u¨bernimmt.
Ohne die Na¨herung (4.181) ist es nicht mehr sinnvoll, mit der effektiven Eichgruppe zu
arbeiten, wodurch die Situation wesentlich komplizierter wird.Wir ko¨nnen dieWechselwirkung
nicht auf einfache Weise physikalisch interpretieren.
Glu¨cklicherweise scheint die quasihomogene Massendrehung in den wichtigen physikalischen
Situationen eine gute Na¨herung zu sein: Die Matrix UL(x) gibt das Amplitudenverha¨ltnis
der γ, Z− mit den W±-Eichfeldern an. Falls in einem physikalischen System einzelne
Eichbosonen beobachtet werden, kann UL in diesen Regionen der Raumzeit konstant
gewa¨hlt werden, so daß (4.181) erfu¨llt ist. Diese Na¨herung verliert nur dann ihre Gu¨ltigkeit,
wenn am gleichen Ort und gleichzeitig mehrere verschiedene Eichbosonen auftreten, beispielsweise
bei der Bildung hochenergetischer Jets in einem Beschleunigerexperiment. In diesem Fall
ist die physikalische Situation aber sehr kompliziert und kann meist nur mit pha¨nomenologischen
Modellen beschrieben werden. Darum ko¨nnen wir nur schwer abscha¨tzen, ob und in welcher
Weise sich die Eichbedingung in Experimenten auswirkt. Zur Einfachheit werden wir stets
in der Na¨herung quasihomogener Massendrehung arbeiten.
Nach diesen U¨berlegungen ko¨nnen wir die effektiven Eichgruppen aus Tabelle 4.6 als
die Gruppen einer lokalen Eichtheorie auffassen. Aus physikalischer Sicht ist besonders
interessant, daß in Tabelle 4.6 die Gruppe SU(2)L⊗U(1)lep⊗U(1)qu auftritt. Die SU(2)L
koppelt an die Fermionen genau wie die SU(2) der elektroschwachen Wechselwirkung an.
Die U(1) der GSW-Theorie ist in der U(1)lep ⊗ U(1)qu enthalten. Damit ist das Problem
der Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte gelo¨st; wir scheinen wieder auf dem richtigen Weg
zu sein.
Zusammenfassend ist zu sagen, daß wir mit Einfu¨hrung der Massendrehung aus mathematischer
Sicht eine wesentliche A¨nderung gegenu¨ber den Eichwechselwirkungen des Standardmodells
vornehmen mußten. In u¨blichen physikalischen Situationen sollte sich dieser Unterschied
aber nicht auswirken. Natu¨rlich ist es ein interessantes und wichtiges Problem, ob die
Massendrehung experimentell beobachtet werden kann. Da wir im Moment dabei sind,
einen ersten Zusammenhang zwischen unserem Konzept und dem Standardmodell herzustellen,
handelt es sich dabei aber doch um eine Detailfrage, die wir zwar erwa¨hnen, aber nicht
na¨her verfolgen ko¨nnen.
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4.4.5 Kombination dreier vereinfachter Quarksektoren mit einem vereinfachten
Leptonsektor
Wir wa¨hlen bei Spindimension 32 als freien Projektor die direkte Summe des Leptonsektors
(4.90) mit drei Quarksektoren (4.75)
P (x, y) =
[
χL
1
2
(p0 − k0)(x, y)
]
⊕
[
1
2
(pm − km)(x, y)
]7
. (4.182)
Abgesehen davon, daß wir zur Einfachheit nur mit einer Teilchenfamilie arbeiten, ist dieses
System genau aus den Fermionsorten des Standardmodells aufgebaut. Wir hoffen daher,
bei unserer Untersuchung die Eichgruppen und relativen Kopplungen des Standardmodells
wiederzufinden.
Die Analyse des fermionischen Projektors setzt sich aus mehreren Schritten zusammen,
die alle bereits bei der Diskussion vorheriger Systeme aufgetreten sind. Daher ko¨nnen wir
uns recht knapp fassen und erhalten so eine Zusammenstellung der wichtigsten Konstruktionen
dieses Abschnitts 4.4.
Der freie Projektor (4.182) besitzt eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie;
bei einer Zerlegung IC32 = IC4⊕ IC28 des Spinorraumes haben die Asymmetriematrizen die
Form
X = χL ⊕ 1 , Y = 0⊕ 1 .
Den ersten direkten Summanden in (4.157) nennen wir Neutrinoblock. Wir fu¨hren chirale
Eichpotentiale ein: Nach dem Effekt des Pinning darf in der rechtsha¨ndigen Komponente
von P (x, y) keine Mischung des Neutrinoblocks mit den massiven Fermionblo¨cken stattfinden.
Die Sto¨rung des Diracoperators muß also die Form
i∂/ −→ i∂/+ χR A/L + χL(0⊕B/R) (4.183)
mit einem U(8)-Potential AL und U(7)-Potential BR haben.
Um eine erste Vorstellung von der Wechselwirkung zu erhalten, berechnen wir, welche
dynamischen Eichfreiheitsgrade gema¨ß dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen zu erwarten
sind: Wir zerlegen den Spinorraum gema¨ß IC32 = IC8 ⊕ IC24 in einen Lepton- und drei
Quarksektoren und betrachten gegenu¨ber (4.183) nur Sto¨rungen des Diracoperators, die
auf diesen beiden Summanden invariant sind, also
i∂/ −→ i∂/ + χR (A/lepL ⊕A/quL ) + χL ((0⊕A/el.R )⊕A/quR ) (4.184)
mit U(6)-Potentialen AquL/R, einem U(2)-Potential A
lep
L und einem U(1)-Potential A
el.
R . Bei
der Sto¨rung (4.184) zerfa¨llt der freie Projektor in die direkte Summe des Leptonsektors
und der Quarksektoren. Wir ko¨nnen beide direkten Summanden gema¨ß Abschnitt 4.4.2
und Abschnitt 4.4.3 (fu¨r s = 3) getrennt untersuchen und erhalten die dynamischen
EichgruppenH lep, Hqu von Tabelle 4.2 bzw. Tabelle 4.3. Wir faktorisieren H lep, Hqu gema¨ß
(4.145) in innere und a¨ußere Eichgruppen. Schließlich berechnen wir die zu erwartenden
dynamischen Eichgruppen mit Hilfe von (4.147). Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.7 zusammengestellt.
Um die dynamischen Eichgruppen mathematisch zu bestimmen, untersucht man fu¨r die
Sto¨rung (4.183) die Auswirkung der Eich-/Pseudoeichterme ∼ m0 auf die Eigenwerte der
Matrix P (x, y)P (y, x). Ganz analog wie bei der Kombination des Quark- und Leptonsektors
(4.132) tritt das Problem der Nichtvertra¨glichkeit der Eigenwerte auf. Man erha¨lt im
Gegensatz zu den erwarteten Ergebnissen von Tabelle 4.7 die dynamischen Eichgruppen
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Tabelle 4.7: Gema¨ß dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen erwartete dynamische
Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren mit einem Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad erwartete dynamische Eichgruppe
h = 3, 4 U (1)lep ⊗ U(1)lep ⊗ U(6)qu
h = 5, 6 U (1)lep ⊗ U(1)lep ⊗ U(6)qu
oder
U(1)lep ⊗ U(p)qu ⊗ U(q)qu ⊗ U(1)L
mit p+ q = 6
oder
U (1)lep ⊗ U(3)qu ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)R
h ≥ 7 komplizierter
Tabelle 4.8: Dynamische Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren mit
einem vereinfachten Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad dynamische Eichgruppe Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(1)L ⊗ U(7) χR(A/L ⊕ 07) + 01 ⊕B/
h = 5, 6
U(1)L⊗U(1)L⊗U(p)⊗
U(q)
mit p+ q = 7
χR(A/L ⊕ 07) + χR B/ (01 ⊕ 1p ⊕ (−1 q))
+01 ⊕ C/p ⊕D/q
h ≥ 7 komplizierter
von Tabelle 4.8. Es ist offensichtlich nicht sinnvoll, diese dynamischen Eichgruppen als
physikalische Eichgruppen zu interpretieren. Insbesondere tritt keine spontane Sektorbildung
auf.
Der Grund fu¨r dieses scheinbare Problem liegt darin, daß der Ansatz fu¨r die Sto¨rung des
Diracoperators (4.183) zu speziell ist. Wir mu¨ssen gema¨ß (4.171) zusa¨tzliche skalare/pseudoskalare
Sto¨rungen beru¨cksichtigen, was wir als Massendrehung bezeichnen. Nach globaler Diagonalisierung
der Massenmatrix erha¨lt man die gewohnte Beschreibung der Wechselwirkung durch chirale
Eichfelder (4.174). Die mathematischen und begrifflichen Schwierigkeiten der auftretenden
Eichbedingung (4.175) brauchen in der physikalisch sinnvollen Na¨herung quasihomogener
Massendrehung nicht beru¨cksichtigt zu werden; die Wechselwirkung kann als lokale Eichtheorie
mit effektiver Eichgruppe Heff beschrieben werden.
Die skalare/pseudoskalare Sto¨rung in (4.175) wirkt sich in der Singularita¨t ∼ m2
von P (x, y) P (y, x) aus. Wie im vorangehenden Abschnitt 4.4.4 qualitativ begru¨ndet
wurde, erwarten wir als Ergebnis der spektralen Analyse von P (x, y)P (y, x) eine spontane
Sektorbildung. Genauer mu¨ssen die unita¨ren U(8)-Matrizen UL/R die Form
(UL, UR) ∈ T = (SU(2))4 ×
{
exp(iϑ) (σ3)4 , ϑ ∈ IR
}
haben. Schließlich bestimmen wir die effektive Eichgruppe mit Hilfe von (4.177) und
erhalten die Ergebnisse von Tabelle 4.9. Die effektiven Eichgruppen stimmen in den
Fa¨llen mit Sektorbildung mit den nach dem Schnitt der a¨ußeren Eichgruppen erwarteten
Ergebnissen von Tabelle 4.7 u¨berein, zusa¨tzlich erhalten wir Aussagen u¨ber die Kopplung
der Eichfelder an die Fermionen. Die genauen Rechnungen zur Massendrehung sind erst bei
mehreren Teilchenfamilien sinnvoll und wurden auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5) verschoben.
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Tabelle 4.9: Erwartete effektive Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren
mit einem Leptonsektor
Homogenita¨tsgrad erwartete eff. Eichgruppe eff. Sto¨rung des Diracoperators
h = 3, 4 U(1)L ⊗ U(7) χR(A/L ⊕ 07) + 01 ⊕B/
h = 5, 6
U(1)L ⊗U(1)L ⊗U(p)⊗ U(q)
mit p+ q = 7
χR(A/L⊕ 07)+χRB/ (01⊕ 1p⊕
(−1 q)) + 01 ⊕ C/p ⊕D/q
oder
SU(2)L ⊗ U(1)R ⊗ U(1)qu ⊗ U(3)qu (χR A˜/L+χL B˜/R)
4+C/ (12⊕06)
+D/ (02 ⊕ 16))
h ≥ 7 komplizierter
Unsere Diskussion beschreibt die Situation aber im Wesentlichen richtig.
Die Entscheidung zwischen den verschiedenen Mo¨glichkeiten fu¨r die effektiven Eichgruppen
bei h = 5, 6 wird durch globale Bedingungen festgelegt; man hat also in jedem Fall in der
ganzen Raumzeit die gleichen effektiven Eichgruppen. Es ist zwar unbefriedigend, daß
wir uns im Moment willku¨rlich fu¨r eine der mo¨glichen effektiven Eichgruppen entscheiden
mu¨ssen, auf der anderen Seite ist die Wahl aus physikalischer Sicht ganz eindeutig. Wir
ko¨nnen die effektive Eichgruppe bereits durch eine sehr allgemeine physikalische Forderung
festlegen, beispielsweise durch die Bedingung, daß eine ganz beliebige Wechselwirkung der
Neutrinos mit den massiven Fermionen stattfindet.
In diesem Sinne sind wir zu einem interessanten Ergebnis gekommen: Ausgehend von
dem freien fermionischen Projektor (4.157) und dem homogenen Polynomansatz fu¨r die
Gleichungen der diskreten Raumzeit erhalten wir, daß sich die Dynamik des Systems mit
einer lokalen Eichtheorie beschreiben la¨ßt; dabei ist fu¨r h = 5, 6 die Eichgruppe eine
Untergruppe von
SU(2)L ⊗ SU(3)qu ⊗ U(1)R ⊗ U(1)lep ⊗ U(1)qu .
Es findet eine spontane Sektorbildung des fermionischen Projektors in Lepton- und Quarksektoren
statt. Die effektiven SU(2)L- und SU(3)-Eichfelder koppeln genau wie die entsprechenden
Eichfelder des Standardmodells an die Fermionen an. Die U(1)-Eichgruppe der GSW-
Theorie ist in der U(1)R ⊗ U(1)lep ⊗ U(1)qu-Gruppe enthalten. Da aus der Untersuchung
der Feldgleichungen weitere Bedingungen an die Eichfelder zu erwarten sind, besteht die
Hoffnung, daß sich dann auch diese Gruppe auf natu¨rliche Weise ergibt.
Dieses Ergebnis ist nach den bisher eher indirekten oder qualitativen Hinweisen eine
erste klare Besta¨tigung fu¨r das Prinzip des fermionischen Projektors.
4.5 (Die Feldgleichungen fu¨r effektive Eichstro¨me)
Dieser Abschnitt ist noch nicht fertig. Es sollen dort alle fu¨r mathematisch sinnvolle
Feldgleichungen notwendigen zusa¨tzlichen Bedingungen hergeleitet werden.
4.6 (Bestimmung des Homogenita¨tsgrades)
Dieser Abschnitt ist noch nicht fertig. Es wird dort mit einer Dimensionsbetrachtung der
Homogenita¨tsgrad festgelegt, man erha¨lt h = 12.
169
Kapitel 5
Einige Ergebnisse aus den
Anha¨ngen
5.1 Anhang A: Sto¨rungsrechnung fu¨r k0 im Ortsraum
5.1.1 Elektromagnetisches Potential
Theorem 5.1.1 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆k0(x, y) = −ie
(∫ y
x
Aj
)
ξj k0(x, y) (5.1)
+
ie
8π2
(∫ y
x
(α2 − α) ξ/ ξk jk
) (
l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.2)
− ie
8π2
(∫ y
x
(2α− 1) ξj γk Fkj
) (
l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.3)
+
e
16π2
(∫ y
x
εijkl Fij ξk ργl
) (
l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.4)
− ie
16π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
(α4 − α3) ζ/ ζk ✷jk (5.5)
+
ie
16π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
(4α3 − 3α2) ζj γk ✷Fkj (5.6)
− e
32π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
α2 εijkl (✷Fij) ζk ργl (5.7)
+
ie
4π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
(2α2 − α) γk jk , (5.8)
wobei Fjk = ∂jAk − ∂kAj den elektromagnetischen Feldsta¨rketensor und jk = ∂lF kl den
Maxwell-Strom bezeichnet. Zur Abku¨rzung wurde ξ = y − x und ζ = z − x gesetzt.
Satz 5.1.2 Fu¨r y − x ∈ L gilt
lim
ℑx∋u→y
k˜0(x, u) = +
ie
64π2
ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α4 − 2α3 + α2) ξ/ ξk ✷jk (5.9)
− ie
64π2
ǫ(ξ0)
∫ y
x
(4α3 − 6α2 + 2α) ξj γk (✷Fkj) (5.10)
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+
e
64π2
ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) εijkl (✷Fij) ξk ργl (5.11)
− ie
8π2
ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) γk jk , (5.12)
wobei wieder ξ = y − x gesetzt wurde.
5.1.2 Gravitationsfeld
Theorem 5.1.3 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt in symmetrischer Eichung
∆k0(x, y) = −
(∫ y
x
hkj
)
ξj
∂
∂yk
k0(x, y) (5.13)
− 1
4π2
(∫ y
x
(2α− 1) γi ξj ξk (hjk,i−hik,j )
)
(m∨(ξ)−m∧(ξ)) (5.14)
+
i
8π2
(∫ y
x
εijlm (hjk,i−hik,j ) ξk ξl ργm
)
(m∨(ξ)−m∧(ξ)) (5.15)
+
1
2
(∫ y
x
(α2 − α) ξj ξk Rjk
)
k0(x, y) (5.16)
+
1
32π2
(∫ y
x
(α4 − 2α3 + α2) ξ/ ξj ξk ✷Rjk
)
(l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.17)
− 1
32π2
(∫ y
x
(6α2 − 6α+ 1) ξ/ R
)
(l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.18)
+
1
32π2
(∫ y
x
(4α3 − 6α2 + 2α) ξj ξk γl Rj[k,l]
)
(l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.19)
− i
16π2
(∫ y
x
(α2 − α) εijlm Rki,j ξk ξl ργm
)
(l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.20)
− 1
8π2
(∫ y
x
(α2 − α) ξj γk Gjk
)
(l∨(ξ)− l∧(ξ)) (5.21)
+O(ξ0) ,
wobei Rjk den Ricci- und Gjk = Rjk − 12R gjk den Einstein-Tensor bezeichnet.
(m∨, m∧ sind die Distributionen m∨(y) = δ′(y2)Θ(y0), m∧(y) = δ′(y2)Θ(−y0), ferner
wurde ξ = y − x gesetzt.)
5.1.3 Skalare Sto¨rung
Theorem 5.1.4 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆k0(x, y) = −1
2
(Ξ(y) + Ξ(x)) k(1)(x, y) (5.22)
+
1
8π2
(l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
(∂jΞ) ξk σ
jk (5.23)
− 1
16π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
α2 (∂j✷Ξ) ζk σ
jk (5.24)
+
i
16π3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
✷Ξ . (5.25)
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5.2 Anhang B: Sto¨rungsrechnung fu¨r km im Ortsraum
5.2.1 Elektromagnetisches Potential
Theorem 5.2.1 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆km(x, y) = ∆k0(x, y) (5.26)
−ie
(∫ y
x
Aj
)
ξj (km − k0)(x, y) (5.27)
+
ie
16π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
Fij σ
ij (5.28)
+
e
8π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
α2 jk ζ
k (5.29)
+
ie
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz Fij γ
i (2z − x− y)j (5.30)
− e
32π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
εijkl Fij ξk ργl (5.31)
+
ie
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
α2 jk ζ
k ξ/ (5.32)
− ie
128π2
m3
(∫ y
x
Fij σ
ij
) (
Θ∨(ξ)−Θ∧(ξ)) ξ2 (5.33)
+
e
64π2
m3
(∫ y
x
(α2 − α) jk ξk
) (
Θ∨(ξ)−Θ∧(ξ)) ξ2 (5.34)
+
e
512π2
m4
(∫ y
x
εijkl Fij ξk ργl
) (
Θ∨(ξ)−Θ∧(ξ)) ξ2 (5.35)
+
ie
256π2
m4
(∫ y
x
(1− 2α) Fij γi ξj
) (
Θ∨(ξ)−Θ∧(ξ)) ξ2 (5.36)
+
ie
256π2
m4
(∫ y
x
(α2 − α) jk ξk ξ/
) (
Θ∨(ξ)−Θ∧(ξ)) ξ2 (5.37)
+O(ξ4) ,
wobei ξ = y − x, ζ = z − x gesetzt wurde.
Satz 5.2.2 Fu¨r (y − x) ∈ L gilt
lim
ℑx∋u→y
(∆km(x, u)−∆k0(x, u))
=
ie
32π2
m ǫ(ξ0)
∫ y
x
Fijσ
ij
− e
16π2
m ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk
+
ie
32π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
(2α − 1) γi Fij ξj
− e
64π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
εijkl Fij ξk ργl
− ie
32π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk ξ/ + O(m3) .
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5.2.2 Axiales Potential
Theorem 5.2.3 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆km(x, y) = −ρ∆km[A/](x, y) (5.38)
+
e
4π2
m (l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
ρA/ ξ/ (5.39)
+
e
8π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ y
x
α2 jk ζ
k ρ (5.40)
+
e
8π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
∂kA
k ρ (5.41)
+
ie
4π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
hj [Ak] ρσ
jk (5.42)
+
ie
4π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
ρA/ (5.43)
− e
8π3
m3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
ρA/ ξ/ (5.44)
− e
16π3
m3
(
△
∫ y
x
− △
∫ x
y
)
(∂jA/) γ
j (5.45)
− ie
16π3
m4
(
▽
∫ y
x
+ △
∫ y
x
− ▽
∫ x
y
− △
∫ x
y
)
ρA/ (5.46)
+O(m5) .
Satz 5.2.4 Fu¨r y − x ∈ L gilt
lim
ℑx∋u→y
(∆km(x, u)−∆k0(x, u))
=
ie
32π2
m ǫ(ξ0)
∫ y
x
(2α− 1) Fjk ρσjk
+
e
16π2
m ǫ(ξ0)
∫ y
x
∂kA
k ρ
− ie
16π2
m ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) ✷Aj ξk ρσjk
+
ie
8π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
ρA/
− ie
32π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
(2α − 1) Fij ξj ργi
+
e
64π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
εijkl Fij ξk γl
+
ie
32π2
m2 ǫ(ξ0)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk ρξ/
+O(m3) .
5.2.3 Gravitationsfeld
Theorem 5.2.5 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆km(x, y) = ∆k0(x, y) (5.47)
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−
(∫ y
x
hkj
)
ξj
∂
∂yk
(km(x, y)− k0(x, y)) (5.48)
+
i
2
m
(∫ y
x
hki,j
)
ξk σij k(1)(x, y) (5.49)
+
i
8π2
m (l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
(α2 − α) Rjk ξj ξk (5.50)
− i
16π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
(2α2 − α) R (5.51)
+
i
32π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζj ζk
∫ z
x
(α4 − α3) (R ,jk − 2✷Rjk) (5.52)
− 1
16π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζk
∫ z
x
α2 Rki,j σ
ij (5.53)
+
1
16π2
m2 (l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
(2α − 1) (hjk,i − hik,j) γi ξj ξk (5.54)
+
i
16π2
m2 (l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
εijlm hjk,i ξ
k ξl ργm (5.55)
− 1
16π2
m2 (l∨(ξ)− l∧(ξ))
∫ y
x
(α2 − α) Rjk ξj ξk ξ/ (5.56)
− 1
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζj
∫ z
x
α2 Rjk γ
k (5.57)
+
1
32π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
∫ z
x
(2α2 − α) R ξ/ (5.58)
− 1
64π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζj ζk
∫ z
x
(α4 − α3) (R ,jk − 2 ✷Rjk) ξ/ (5.59)
+
1
32π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζj
∫ z
x
α2 (Rjk,i −Rik,j) (2αζk − ξk) γi (5.60)
+
i
32π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζk
∫ z
x
α2 εijlm Rjk,i ξl ργm (5.61)
+O(m3) .
5.2.4 Skalare Sto¨rung
Theorem 5.2.6 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆km(x, y) = ∆k0(x, y) (5.62)
−2m
(∫ y
x
Ξ
)
k(2)(x, y) (5.63)
+
1
8π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz
(
(∂/Ξ)(z)− 2
∫ z
x
α (∂/Ξ)
)
(5.64)
− 1
8π3
m
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz ζ/
∫ z
x
α2 (✷Ξ) (5.65)
+
3i
8π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
Ξ (5.66)
+
i
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz (∂jΞ) (2ζ
j − ξj) (5.67)
− 1
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz (∂jΞ) ξk σ
jk (5.68)
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− 1
8π3
m3
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
Ξ ξ/ (5.69)
+
1
32π3
m3
(
▽
∫ y
x
− △
∫ y
x
+ ▽
∫ x
y
− △
∫ x
y
)
∂/Ξ (5.70)
+O(m4) .
5.2.5 Pseudoskalare Sto¨rung
Theorem 5.2.7 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆km(x, y) = −iρ∆k0[Ξ](x, y) (5.71)
+
i
8π3
m ρ
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
∂/Ξ (5.72)
+
1
8π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
Ξ ρ (5.73)
+
1
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz (∂jΞ) (2ζ
j − ξj) ρ (5.74)
+
i
16π3
m2
(
✸
∫ y
x
−✸
∫ x
y
)
dz (∂jΞ) ξk ρσ
jk (5.75)
− i
32π3
m3
(
▽
∫ y
x
+ △
∫ y
x
− ▽
∫ x
y
− △
∫ x
y
)
ρ(∂/Ξ) (5.76)
+O(m4) .
5.3 Anhang C: Sto¨rungsrechnung fu¨r p0 im Ortsraum
5.3.1 Elektromagnetisches Potential
Theorem 5.3.1 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆p0(x, y) = −ie
(∫ y
x
Aj
)
ξj p0(x, y) (5.77)
− e
8π3
(∫ y
x
(α2 − α) ξ/ ξk jk
)
1
ξ2
(5.78)
+
e
8π3
(∫ y
x
(2α − 1) ξj γk Fkj
)
1
ξ2
(5.79)
+
ie
16π3
(∫ y
x
εijkl Fij ξk ργl
)
1
ξ2
(5.80)
− e
64π3
∫ y
x
(α4 − 2α3 + α2) ξ/ ξk ✷jk ln(|ξ2|) (5.81)
+
e
64π3
∫ y
x
(4α3 − 6α2 + 2α) ξj γk (✷Fkj) ln(|ξ2|) (5.82)
+
ie
64π3
∫ y
x
(α2 − α) εijkl (✷Fij) ξk ργl ln(|ξ2|) (5.83)
+
e
8π3
∫ y
x
(α2 − α) γk jk ln(|ξ2|) (5.84)
+O(ξ0) .
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5.3.2 Gravitationsfeld
Theorem 5.3.2 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt in symmetrischer Eichung
∆p0(x, y) = −
(∫ y
x
hkj
)
ξj
∂
∂yk
p0(x, y) (5.85)
+
i
4π3
1
ξ4
(∫ y
x
(2α − 1) γi ξj ξk (hjk,i−hik,j )
)
(5.86)
+
1
8π3
1
ξ4
(∫ y
x
εijlm (hjk,i−hik,j ) ξk ξl ργm
)
(5.87)
+
1
2
(∫ y
x
(α2 − α) ξj ξk Rjk
)
p0(x, y) (5.88)
+
i
32π3
1
ξ2
(∫ y
x
(α4 − 2α3 + α2) ξ/ ξj ξk ✷Rjk
)
(5.89)
− i
32π3
1
ξ2
(∫ y
x
(6α2 − 6α + 1) ξ/ R
)
(5.90)
+
i
32π3
1
ξ2
(∫ y
x
(4α3 − 6α2 + 2α) ξj ξk γl Rj[k,l]
)
(5.91)
+
1
16π3
1
ξ2
(∫ y
x
(α2 − α) εijlm Rki,j ξk ξl ργm
)
(5.92)
− i
8π3
1
ξ2
(∫ y
x
(α2 − α) ξj γk Gjk
)
(5.93)
+O(ln(|ξ2|)) .
5.3.3 Skalare Sto¨rung
Theorem 5.3.3 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆p0(x, y) = −1
2
(Ξ(y) + Ξ(x)) p(1)(x, y) (5.94)
+
i
8π3
1
ξ2
∫ y
x
(∂jΞ) ξk σ
jk (5.95)
+
i
32π3
ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) (∂j✷Ξ) ξk σjk (5.96)
− 1
32π3
ln(|ξ2|)
∫ y
x
✷Ξ (5.97)
+ O(ξ0) .
5.4 Anhang D: Sto¨rungsrechnung fu¨r pm im Ortsraum
5.4.1 Elektromagnetisches Potential
Theorem 5.4.1 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆pm(x, y) = ∆p0(x, y)
−ie
(∫ y
x
Aj
)
ξj (pm − p0)(x, y) (5.98)
− e
32π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
Fij σ
ij (5.99)
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− ie
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk (5.100)
− e
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(2α − 1) γi Fij ξj (5.101)
− ie
64π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
εijkl Fij ξk ργl (5.102)
+
e
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk ξ/ (5.103)
+O(m3) +O(ξ0) .
5.4.2 Axiales Potential
Theorem 5.4.2 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆pm(x, y) = −ρ∆p0[A/](x, y) (5.104)
− ie
4π3
m
1
ξ2
∫ y
x
ρ
1
2
[ξ/, A/] (5.105)
− e
32π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(2α− 1) Fjk ρσjk (5.106)
+
ie
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
∂jA
j ρ (5.107)
+
e
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) ✷Aj ξk ρσjk (5.108)
+
e
8π3
m2
1
ξ2
∫ y
x
Aj ξ
j ρξ/ (5.109)
− e
8π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
ρA/ (5.110)
+
e
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(2α − 1) Fjk ξk ργj (5.111)
+
ie
64π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
εijkl Fij ξk γl (5.112)
− e
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) jk ξk ρξ/ (5.113)
+
ie
16π3
m3 ln(|ξ2|)
∫ y
x
ρ
1
2
[ξ/, A/] (5.114)
+O(m4) +O(ξ0) .
5.4.3 Gravitationsfeld
Theorem 5.4.3 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆pm(x, y) = ∆p0(x, y) (5.115)
−
(∫ y
x
hkj
)
ξj
∂
∂yk
(pm(x, y)− p0(x, y)) (5.116)
+
i
2
m
(∫ y
x
hki,j
)
ξk σij p(1)(x, y) (5.117)
+
1
2
m
∫ y
x
(α2 − α) Rjk ξj ξk p(1)(x, y) (5.118)
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+
1
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α+ 1
4
) R (5.119)
− 1
64π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α4 − 2α3 + α2) (✷Rjk) ξj ξk (5.120)
+
i
32π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) Rki,j ξk σij (5.121)
+
i
16π3
m2
1
ξ2
∫ y
x
(2α− 1) (hjk,i − hik,j) γi ξj ξk (5.122)
− 1
16π3
m2
1
ξ2
∫ y
x
εijlmhjk,i ξ
k ξl ργm (5.123)
− i
16π3
m2
1
ξ2
∫ y
x
(α2 − α) Rjk γj ξk (5.124)
+O(ξ0) +m2 O(ln(|ξ2|)) +O(m3) .
5.4.4 Skalare Sto¨rung
Theorem 5.4.4 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆pm(x, y) = ∆p0(x, y) (5.125)
−2m
(∫ y
x
Ξ
)
p(2)(x, y) (5.126)
+
i
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(2α− 1) (∂/Ξ) (5.127)
+
i
16π3
m ln(|ξ2|)
∫ y
x
(α2 − α) (✷Ξ) ξ/ (5.128)
− 1
32π3
m2 ln(|ξ2|) (Ξ(y) + Ξ(x)) (5.129)
− 1
8π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
Ξ (5.130)
− i
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(∂jΞ) ξk σ
jk (5.131)
+O(m3) +O(ξ0) .
5.4.5 Pseudoskalare Sto¨rung
Theorem 5.4.5 In erster Ordnung Sto¨rungstheorie gilt
∆pm(x, y) = −iρ∆p0[Ξ](x, y) (5.132)
− 1
16π3
m ρ ln(|ξ2|)
∫ y
x
(∂/Ξ) (5.133)
+
i
32π3
m2 ln(|ξ2|) (Ξ(y) + Ξ(x)) ρ (5.134)
− 1
32π3
m2 ln(|ξ2|)
∫ y
x
(∂jΞ) ξk ρσ
jk (5.135)
+O(m3) +O(ξ0) .
5.5 Anhang E: Sto¨rungsrechnung ho¨herer Ordnung
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Satz 5.5.1 Mit der symbolischen Ersetzung C = k oder C = p gilt
χL C˜(x, y) = χL Texp
(
−i
∫ y
x
AjL ξj
)
C(x, y)
−1
2
χL
∫ y
x
dz (2α− 1) Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a ξj γk F
kj
L Te
−i
∫ y
z
AbL (y−z)b C(1)(x, y)
+
1
2
χL
∫ y
x
dz (α2 − α) Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a ξ/ ξk j
k
L Te
−i
∫ y
z
AbL (y−z)b C(1)(x, y)
− i
4
χL
∫ y
x
dz Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a εijkl F
ij
L ξ
k ργl Te−i
∫ y
z
AbL (y−z)b C(1)(x, y)
−m
2
χL
∫ y
x
dz Texp
(
−i
∫ z
x
AaL (z − x)a
)
(−iA/L(z) Y + iY A/R(z)) ξ/
× Texp
(
−i
∫ y
z
AbR (y − z)b
)
C(1)(x, y)
+O(ln(|ξ2|)) + O(m2) (5.136)
Fu¨r die rechtsha¨ndige Komponente hat man die analoge Gleichung, wenn man die Indizes
L, R vertauscht.
Theorem 5.5.2 Mit der symbolischen Ersetzung C = p oder C = k gilt
χL (V XCV
∗)(x, y) = χL UL(x) Texp
(
−i
∫ y
x
AjL ξj
)
XL U
−1
L (y) C0(x, y) (5.137)
−1
2
χL UL(x)XL
∫ y
x
dz (2α− 1) Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a ξj γk F
kj
L (z)
× Te−i
∫ y
z
AbL (y−z)b U−1L (y) C
(1)(x, y) (5.138)
+
1
2
χL UL(x)XL
∫ y
x
dz (α2 − α) Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a ξ/ ξk j
k
L(z)
× Te−i
∫ y
z
AbL (y−z)b U−1L (y) C
(1)(x, y) (5.139)
− i
4
χL UL(x)XL
∫ y
x
dz Te−i
∫ z
x
AaL (z−x)a εijkl F
ij
L (z) ξ
k ργl
× Te−i
∫ y
z
AbL (y−z)b U−1L (y) C
(1)(x, y) (5.140)
+mχL UL(x) Texp
(
−i
∫ y
x
AjL ξj
)
XL U
−1
L (y) YL(y) C
(1)(x, y) (5.141)
−m
4
χL UL(x)
∫ ∞
−∞
dλ
×
{
ǫ(λ) ∂ˆ/z
(
Te−i
∫ z
x
Aj
L
(z−x)j (U−1L YL UR)|z Te
−i
∫ y
z
AkR (y−z)k
)
XR ξ/
+ ǫ(1− λ)XL ∂ˆ/z
(
Te−i
∫ z
x
AjL (z−x)j (U−1L YL UR)|z Te
−i
∫ y
z
AkR (y−z)k
)
ξ/
}
× U−1R (y) C(1)(x, y) + O(ln(|ξ2|)) + O(m2) . (5.142)
Zur Abku¨rzung wurde z = λy + (1 − λ)x gesetzt. Fu¨r die rechtsha¨ndige Komponente gilt
die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R vertauscht.
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Theorem 5.5.3 Es gilt mit der symbolischen Ersetzung C = p oder C = k
χL C˜
(2)(x, y) = χL UL(x)
∫ y
x
dz (U−1L YL YR UL)|z U
−1
L (y) C
(2)(x, y) (5.143)
− i
2
χL UL(x)
∫ y
x
(α2 − α) ✷(U−1L YL YR UL)|z U−1L (y) ξ/ C(3)(x, y) (5.144)
+
i
2
χL UL(x)
∫ y
x
dz
∫ z
x
du ∂/(U−1L YL UR)|u (z − x)jγj ∂/(U−1R YR UL)|z
×U−1L (y) C(3)(x, y) (5.145)
+i χL UL(x)
∫ y
x
(1− α) ∂/(U−1L YL UR)|z (U−1R YR UL)|z
×U−1L (y) C(3)(x, y) (5.146)
−i χL UL(x)
∫ y
x
α (U−1L YL UR)|z ∂/(U
−1
R YR UL)|z U
−1
L (y) C
(3)(x, y) (5.147)
+
{
O(ξ2) fu¨r C = k
O(ξ0) fu¨r C = p .
5.6 Anhang F: Spektrale Analyse von P (x, y) P (y, x)
Ist fertig getippt, wird aber erst ab Abschnitt 4.6 referiert.
5.7 Anhang G: (Nichtlokale Sto¨rungen)
Ist noch nicht ausgearbeitet.
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